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 Em diversos tipos de equipamentos acontece um fenômeno natural denominado por 
vibração, este fenômeno pode causar impactos indesejáveis no sistema a ser utilizado, 
assim o transformando em um sistema incerto. Este trabalho tem como objetivo 
desenvolver um controlador robusto, um controlador que não seja sensível a qualquer tipo 
de perturbação e variação que possa levar o sistema a instabilidade, além de que apresente 
um menor tempo de estabilização e valor de oscilação do que o sistema sem controle. A 
criação do controlador foi realizada através de LMIs (Linear Matrix Inequalities) que utilizem 
as técnicas H-Infinito e D-Estabilidade. Para isto, foi utilizado como base um sistema de dois 
graus de liberdade, assim como o software MATLAB® e Simulink® para realizar as 
simulações. O controlador desenvolvido apresenta um resultado satisfatório, no qual o 
sistema controlado tem um desempenho superior ao original, além de apresentar 
condições favoráveis a possíveis implementações em uma bancada experimental. 

PALAVRAS-CHAVE: Controle Robusto. Sistema Incerto. H-Infinito. D-Estabilidade. Vibração. 

ABSTRACT 

In many types of equipment may happen a natural phenomenon called by vibration, this 
phenomenon may cause some unwelcome impacts in the system to be used, as well 
transforming it in a uncertain system. This essay has the objective to develop a robust 
controller, a controller that is not sensible to any disturbances and variations that may lead 
the system to instability, and show a improved performance when compared to a system 
without control. The creation of the controller will be used LMIs (Linear Matrix Inequalities) 
containing the H-Infinity and D-Stability techniques. To make this, it was used as base a 
system with two degrees of freedom, as well as the software MATLAB® and Simulink® to 
execute the simulations. The developed controller has a good result, where the controlled 
system has an improved performance to his original counterpart, besides showing favorable 
conditions to implementations on the experimental bench.   

KEYWORDS: Robust Control. Uncertain System. H-Infinity. D-Stability. Vibration. 

  

https://eventos.utfpr.edu.br/sicite/sicite2020
mailto:luizf@utfpr.edu.br
mailto:luizf@utfpr.edu.br


 
 

 

  
 
 
 
 
 

Página | 2 

INTRODUÇÃO 

O movimento oscilatório, também denominado por vibração, é um fenômeno 
natural presente em diversos tipos de equipamentos, e consiste na repetição de 
um objeto em um determinado período. Por sua vez, estas vibrações causam 
impactos indesejáveis em um sistema e garantem que o seu desempenho seja 
afetado negativamente (REPINALDO, 2018). 

De acordo com TROFINO (2000) e ZHOU (1996), estes tipos de variações e 
perturbações, provenientes do sistema real, não são levados em consideração no 
sistema nominal, utilizado nas estratégias de controle clássico. Devido a esta 
condição, é necessário a utilização do controle robusto, uma estratégia de controle 
que utiliza incertezas na criação do controlador, cujo objetivo é garantir a 
estabilidade e robustez de um determinado sistema. 

Este trabalho tem como proposta utilizar LMIs (Inequações Matriciais 
Lineares, oriundas do inglês Linear Matrix Inequalities) para desenvolver um 
controlador robusto para um sistema com dois graus de liberdade que garanta a 
estabilidade do sistema, tenha uma robustez e um tempo de estabilização 
satisfatórios. 

MATERIAIS E MÉTODOS 

O trabalho teve como base no seu desenvolvimento um sistema de dois graus 
de liberdade do tipo mola-massa-amortecedor, onde o modelo dinâmico dessa 
estrutura tem como base as equações diferenciais de movimento, oriundo das Leis 
de Newton, que são aplicadas em cada uma das massas, conforme demonstrado 
por RAO (2017). Este sistema é constituído por duas molas que apresentam 
coeficientes de rigidez 𝑘1 e 𝑘2, dois amortecedores com constantes de 
amortecimento 𝑐1 e 𝑐2, além de duas massas de peso 𝑚1 e 𝑚2. A Figura 1 
apresenta uma ilustração do sistema (REPINALDO, 2018). 

Figura 1 – Sistema com dois graus de liberdade. 

 
Fonte: REPINALDO (2018). 

 

Para a modelagem no espaço de estados, utilizou-se o sistema modal, na qual 
esta estratégia permite transformar um determinado número de 𝑛 equações 
acopladas em um mesmo número 𝑛 de equações desacopladas, em que cada uma 
dessas equações representa um modo particular de vibrar de um sistema com um 
grau de liberdade, conforme dados apresentados por RAO (2017) e REPINALDO 
(2018). 
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As matrizes obtidas através dessa transformação são descritas das Equações 
(1) a (4). 

[𝐴𝑚]2𝑛𝑥2𝑛 =  [
[0]𝑛𝑥𝑛 [𝐼]𝑛𝑥𝑛

[−[𝑚𝑚]−1[𝑘𝑚]]
𝑛𝑥𝑛

[−[𝑚𝑚]−1[𝑐𝑚]]
𝑛𝑥𝑛

]                              (1) 

[𝐵𝑢𝑚]2𝑛𝑥𝑛𝑢 =  [
[0]𝑛𝑥𝑛[𝑃𝑢]𝑛𝑥𝑛𝑢

[𝑚𝑚]−1
𝑛𝑥𝑛

[Φ]𝑇
𝑛𝑥𝑛

[𝑃𝑢]𝑛𝑥𝑛𝑢
]           (2) 

[𝐵𝑤𝑚]2𝑛𝑥𝑛𝑤 =  [
[0]𝑛𝑥𝑛[𝑃𝑤]𝑛𝑥𝑛𝑤

[𝑚𝑚]−1
𝑛𝑥𝑛

[Φ]𝑇
𝑛𝑥𝑛

[𝑃𝑤]𝑛𝑥𝑛𝑤
]            (3) 

[𝐶𝑚]𝑛𝑠𝑥𝑛 =  [[𝑃𝑠]𝑛𝑠𝑥𝑛[Φ]𝑇
𝑛𝑥𝑛

[𝐼]𝑛𝑥𝑛 [𝑃𝑠]𝑛𝑠𝑥𝑛[Φ]𝑇
𝑛𝑥𝑛

[0]𝑛𝑥𝑛]        (4) 

 

Nas equações tem-se que 𝑃𝑢 é a matriz de posicionamento da força de 
controle, 𝑃𝑠 é a matriz de posicionamento de saída, 𝑃𝑤 é a matriz de 
posicionamento da força de excitação, 𝑛 é o número de graus de liberdade, 𝑛𝑢 é 
o número de entradas da força de controle, 𝑛𝑤 é o número de entrada da força de 
excitação, 𝑛𝑠 é o número de saídas e as matrizes Φ1 e Φ2 representam os modos 
de vibrar do sistema, relacionados com a frequência natural do sistema 𝜔𝑛1 e 𝜔𝑛2. 
As matrizes de massa, rigidez e amortecimento, respectivamente denotadas por 
𝑚, 𝑘, e 𝑐 são descritas pelas Equações de (5) a (7). 

[𝑚] =  [
𝑚1 0
0 𝑚2

]              (5) 

[𝑘] =  [
𝑘1 + 𝑘2 −𝑘2

−𝑘2 𝑘2
]                (6) 

[𝑐] =  [
𝑐1 +  𝑐2 −𝑐2

−𝑐2 𝑐2
]             (7) 

Dentre os variados tipos de técnicas existentes na área de controle robusto, a 
técnica escolhida com o objetivo de atenuar perturbações e realizar a estabilidade 
robusta e quantificar o maior acréscimo de energia entre as entradas e saídas foi a 
denominada por norma 𝐻∞, que já pressupõe a estabilidade do sistema (KING, 
2005). Para a obtenção das LMIs desta norma considera-se a existência de uma 
função de Lyapunov quadrática e um valor escalar de 𝛾, comforme mostrado pelas 
Equações (8) e (9) e apresentado por TROFINO (2005). 

𝑣(𝑥) = 𝑥′𝑃𝑥               (8) 

 𝛾 > 0                (9)  

Segundo CHILALI (1996), quando é realizada a substituição do sistema em 
espaço de estados a ser trabalhado, pode-se obter a LMI mostrada pela Equação 
(10). Vale ressaltar que neste trabalho foi realizado o controle 𝐻∞ sub-otimo, em 
que se tem um valor baixo de 𝛾, mas este não é minimizado. 

min 𝛾2 = {

𝑃 = 𝑃′ > 0

|
𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴 ∗ ∗

𝐵′𝑤𝑃 −𝛾2𝐼 ∗
𝐶 𝐷𝑤 −𝐼

| < 0 
        (10) 

 

No qual o símbolo ∗ representa o bloco simétrico transposto. 
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Segundo FARIA (2005), a técnica denominada por D-Estabilidade, a segunda 
técnica utilizada, tem como objetivo adicionar critérios de desempenho desejados, 
como tempo de estabelecimento, em que somente com a alocação de polos no 
plano complexo geralmente estes critérios são atendidos. Segundo SAMPAIO 
(2012), para realizar esta ação é necessário que os números complexos 𝑥 ± 𝑦𝑗 
satisfaçam a Equação (11). 

𝑆(∝, 𝜌, 𝜃) =  {

 𝑥 <  −∝ < 0 
|𝑥 + 𝑦𝑗| <  𝜌

tan(𝜃) 𝑥 <  −|𝑦|
          (11) 

Conforme dito por CHILALI (1996), através dos parâmetros da Equação (11) é 
possível a criação de uma região de auxílio para a alocação de polos, mostrada na 
Figura 2. 

Figura 2 - Região 𝑆(∝, 𝜌, 𝜃). 

 
Fonte: FARIA (2005). 

 

As LMIs, apresentadas por MORAES (2019) e SAMPAIO (2012), para um 
controlador que utilize D-Estabilidade com ganho por realimentação são descritos 
pelas Equações (12), (13) e (14), enquanto as variáveis 𝑊𝐷𝐸1 e 𝑊𝐷𝐸2 são descritas 
pelas Equações (15) e (16). A Equação (17) apresenta o ganho obtido. 

𝐴𝑊 + 𝑊𝐴′ +  𝐵𝑢𝑌 + 𝑌′𝐵𝑢 + 2𝑊 ∝ < 0        (12) 

[
−𝜌𝑊 𝑊𝐴′ + 𝑌′𝐵′𝑢

∗ −𝜌𝑊
] < 0           (13) 

[
𝑊𝐷𝐸1 𝑊𝐷𝐸2

𝑊𝐷𝐸2 𝑊𝐷𝐸1
] < 0            (14) 

𝑊𝐷𝐸1 = cos(𝜃) (𝐴𝑊 + 𝑊𝐴′ +  𝐵𝑢𝑌 + 𝑌′𝐵𝑢)         (15) 

𝑊𝐷𝐸2 = sin(𝜃) (𝐴𝑊 − 𝑊𝐴′ +  𝐵𝑢𝑌 − 𝑌′𝐵𝑢)        (16) 

𝐾 = 𝑌𝑊−1             (17) 

Como a resolução destas LMIs tende a ser um processo muito complexo, 
utilizou-se o software MATLAB®, assim como as bibliotecas Yalmip, Rolmipvar e 
Sedumi, conforme recomendado por AGULHARI (2018) e LÖFBERG (2012). 

Para a realização das simulações foram considerados valores relacionados a 
massa, amortecimento e rigidez mostrados pelas Tabelas 1 e 2, valores que estão 
disponíveis através de REPINALDO (2018). 
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Tabela 1 – Dados do Sistema. 

Grandeza Valor 

𝑚1[g]  4,38262 

𝑚2[g] 1,93959 

𝑘1[N/m] 22492,5 

𝑘2[N/m] 13100 

𝑐1[N.s/m] 21,66 

𝑐2[N.s/m] 0,607 

Fonte: REPINALDO (2018). 

Tabela 2 – Incertezas do Sistema. 

Grandeza Valor 

𝑘1  ±0,23 ∗ 𝑘1 

𝑘2  ±0,12 ∗ 𝑘2 

𝑐1  ±0,29 ∗ 𝑐1 

𝑐2  ±1,78 ∗ 𝑐2 

Fonte: REPINALDO (2018). 

Através do programa MATLAB® e das bibliotecas rolmipvar e sedumi pode-se 
desenvolver um programa que contivesse as LMIs de ambas as técnicas de controle 
apresentadas, assim como a transformação do sistema de dois graus de liberdade 
para o estado modal. A Tabela 3 apresenta os parâmetros utilizados para ambas as 
técnicas, obtidas através do método empírico. O observador de estados simulado 
foi criado através do método de LQE (Linear Quadratic Estimator). 

Tabela 3 – Parâmetros para Controle Robusto. 

Variável Valor 

𝛾  0,9 

∝  4 

𝜃  45º 

𝜌  45 

Fonte: Autoria Própria. 

A Figura 3 mostra a bancada experimental de 2-DOF que foi utilizado como 
base para o projeto, enquanto para a simulação foi utilizado o modelo matemático, 
através do software Simulink®. 
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Figura 3 – Bancada Experimental de 2-DOF. 

 

Fonte: Autoria Própria. 

RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Através do código desenvolvido, foi possível aplicar as técnicas de controle 
apresentadas e obter um ganho por realimentação dado por: 𝑘 = 1000 ∗
[1,3198 7,7741 − 0,0158 − 0,0203], no qual o controlador desenvolvido deve 
garantir a robustez, estabilidade e um melhor desempenho do sistema.  

A Figura 4 apresenta o desempenho e a estabilidade do sistema, onde em rosa 
tem-se o sistema com controlador e em azul tem-se o sistema sem controle. 
Através da figura em questão pode-se perceber o melhor desempenho quando há 
a utilização do controlador, uma vez que a linha rosa apresenta picos menores de 
deslocamento e realiza a convergência para zero mais rápida, ou seja, alcançando 
uma estabilização mais rápida. 

Figura 4 - Desempenho do sistema controlado e não-controlado. 

 
Fonte: Autoria Própria. 

 

Já a Figura 5 mostra o desempenho do sistema em relação à resposta do 
observador, na parte superior da figura tem-se o sistema controlado e na inferior 
tem-se a saída do observador. Pode-se observar o rápido tempo de estabilização 
de ambos os gráficos, assim como os baixos picos de deslocamento do observador. 
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Figura 5 – Desempenho Sistema Controlado e do observador. 

 
Fonte: Autoria Própria. 

 

Na Figura 6, verificou-se a ação de controle exercida no sistema, com o intuito 
de verificar se o impacto que o controlador exerceria poderia ser aplicado em um 
sistema real. Através da Figura 6 pode-se perceber que o controlador exercerá uma 
força pequena no sistema, além desta força ser exercida em um pequeno intervalo 
de tempo. 

Figura 6 – Ação de controle. 

 
Fonte: Autoria Própria. 

 

CONCLUSÃO 

Com base nos resultados obtidos, pode-se concluir que o controlador 
desenvolvido atingiu os objetivos propostos de robustez e performance no tempo 
de estabilização, na qual a Figura 4 é responsável por mostrar estes resultados em 
que  o sistema sem controlador apresenta  grandes variações no deslocamento e 
não chega a estabilizar completamente, enquanto o sistema controlado apresenta 
um menor valor de deslocamento, além de estabilizar o sistema mais rapidamente. 
Outro fator a ser considerado no trabalho é verificar se o controlador poderia ser 
implementado na bancada experimental, e através dos resultados apresentados 
pela Figura 6, pode-se dizer que a força exercida pelo controlador seria 
implementável na bancada experimental. 

Apesar do resultado ser satisfatório, ainda existe alguns fatores que poderiam 
afetar a performance do controlador, por exemplo o número de incertezas 
utilizadas no projeto, o tipo de observador utilizado pelo controlador, além da falta 
de técnicas de otimização, como o 𝐻2. Além disso, quando fosse realizado o teste 
na bancada experimental, poderiam ser necessários ajustes nos valores de 
algumas grandezas utilizadas. 
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