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Andlise de metodologias de refino
h-adaptativo em MEF utilizando estimativa
pos-solucao de erros de discretizacao em
elasticidade unidimensional

RESUMO

Este trabalho apresenta uma andlise sobre métodos de recuperacdo de gradientes
convencionalmente utilizados em estimativas de erros de discretizacdo, em termos da
norma energia, em aproximagles via Método de Elementos Finitos. Sdo estudas as
técnicas da média nodal simples, a técnica Zienkiewicz-Zhu e a Recuperagdo por
Superconvergéncia em Subdominios (SPR). Considerando problemas de elasticidade
unidimensional, duas metodologias /-adaptativas sdo avaliadas. A primeira técnica,
designada por CH’, é baseada na convergéncia assintética do erro teoricamente conhecida
enquanto a segunda, apresentada como Recuperagao Quadratica do Erro, fundamenta-se
na construcdo de uma fungdo densidade do erro em energia e na solugdo de um problema
de otimizacdo. Avalia-se, adicionalmente, o desempenho de cada uma das técnicas A-
adaptativas frente a estimativa de erro pds-solucdo, utilizando cada uma das recuperacgées
estudadas, e como cada recuperagdo se comporta em aproximagoes com diferentes graus
polinomiais das fungdes-base.

PALAVRAS-CHAVE: Método de Elementos Finitos. Estimadores de erro. #-adaptatividade.
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INTRODUGCAO

O Método de Elementos Finitos (MEF) (FISH, 2007; REDDY, 2006) é uma
ferramenta matemadtica desenvolvida para a solugdo numérica aproximada de
problemas de engenharia complexos, formulados variacionalmente a partir de
equacoes diferenciais ordinarias ou parciais.

A qualidade de uma aproximacao via MEF pode ser avaliada através de uma
norma do erro em energia ou, em termos percentuais, por um erro relativo em
energia (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987, p. 339). Como geralmente a solugdo exata do
problema é desconhecida, a aproximacgdo pode ser comparada com uma solucdo
recuperada a partir da prépria aproximacdo (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987, 19923,
1992b), mediante metodologias de estimativa de erro pds-solugdo. A fim de se
melhorar e controlar o erro, técnicas s-adaptativas sdo utilizadas para modificar
o tamanho dos elementos na malha, e ainda adicionar o remover elementos
(ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987; ONATE; BUGEDA, 1993; DIEZ; HUERTA, 1999).

METODOLOGIA

Para as anadlises, optou-se pela avaliacdo de um problema de elasticidade
unidimensional, no qual busca-se estudar uma barra deformavel submetida a um
carregamento externo distribuido na diregdo do comprimento. O problema
possui condicdes de contorno de Dirichlet e Neumann homogéneas. Dessa
maneira, a equacao de equilibrio do problema é dada por:

ARG
dx dx
A fungdo u,(x) a ser determinada representa o deslocamento axial de toda
se¢do transversal numa posicao x. O carregamento distribuido empregado é uma
funcdo polinomial quadrética da forma b(x) = —8x2 + 8x — 1. Além disso, tem-
se que A = 0,01 m? é a drea da secdo tranversal e E = 100 Pa é o mddulo de
elasticidade do material. A solucdo deste sistema fisico € uma func¢do polinomial

)+ b(x) =0,com0<x<1
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de quarto grau da forma u, (x) = §x4 — §x3 + Exz +3x.

Quanto a estimativa do erro de discretizacdo, o método de recuperagao a
ser avaliado é a Superconvergéncia de Subdominios ou SPR (ZIENKIEWICZ; ZHU,
1992a, 1992b). Salienta-se que o estudo também contemplou outros dois
métodos comumente empregados.

Duas técnicas h-adaptativas foram avaliadas. A primeira é baseada na
convergéncia assintdtica do erro, conhecida como metodologia CH’
(ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987). A segunda técnica h-adaptativa é a Recuperagdo
Quadratica do Erro e foi proposta por Pereira et al. (2016).

O objetivo do trabalho é avaliar a efetividade das recuperagdes das
aproximacgdes de tensdes e comparar o desempenho das metodologias de refino
h-adaptativo utilizando estimativa de erro pds-solu¢dao baseada nas metodologias
de recuperagdo estudadas.

RESULTADOS E DISCUSSOES
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A Figura 1 apresenta curvas comparando o indice de efetividade com o
nimero de elementos distribuidos em uma malha uniforme e considerando
diferentes graus polinomiais (p). Neste resultados, a recuperag¢do considerada é a
SPR.

Figura 1 — (a) indice de Efetividade para malhas com 3, 6 e 12 elementos de ordens
p=1, 2 e 3. (b) Comparagdo das técnicas de refino h-adaptativo para malhas com
elementos de ordem p=1. A sigla d.o.f. significa degrees-of-freedom, ou seja, nimero de
graus de liberdade.
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Fonte: Autoria prépria (2017).

Na Figura 1(a), percebe-se um desempenho melhor para elementos de grau
impar, sugerindo o fenémeno de dicotomia (BASBUSKA; STROUBOLIS; 2001), e
uma tendéncia de melhora na efetividade da estimativa do erro mediante o
refinamento da malha quando p é par, sugerindo robustez-4 para o estimador.

Percebe-se, na Figura 1(b), que as duas técnicas /#-adaptativas apresentaram
desempenho semelhante. Entretanto, a técnica C/’ se mostrou mais eficiente,
uma vez que necessitou de somente 2 iteragdes de refino, a partir da malha
inicial, para satisfazer o nivel de erro permitido, enquanto o refino RQE
demandou 3 iteragdes de refino. Nota-se ainda que a primeira metodologia ainda
conduziu a um erro menor, se comparados os erros para as Ultimas malhas.

CONCLUSAO

Os resultados expostos na curva de indice de efetividade mostram que o
método de recuperacdo SPR fornece uma estimativa de erro melhor quando se
utilizam elementos de grau impar na malha, porém essa diferenca de
desempenho para elementos de grau par tende a diminuir em malhas muito
refinadas.

No que diz respeito a /-adaptatividade, a metodologia C/#’ se mostrou mais
eficiente que a metodologia RQE, para o carregamento reportado aqui. Porém,
embora para a técnica Ch” a convergéncia tenha sido alcangada com um menor
numero de graus de liberdade, a quantidade destes utilizada pela técnica RQE
nao foi muito diferente. Assim, pode-se considerar a técnica RQE uma alternativa
razoavel de refino #-adaptativo.

Péagina | 3

XXII SEMINARIO DE INICIAGAO CIENTIFICA E TECNOLOGICA, 22., 2017, Londrina, PR.



Bl

XXII 181920 ae &
s I c I T Outubro se 2017 /ity

Analysis of adaptive /-refiniment
methodologies in FEM using a-posteriori
discretization error estimates for
unidimensional elasticity

ABSTRACT

This paper presents an analysis on gradient recovery methods conventionally used in
discretization errors estimates, in terms of energy norm, in Finite Element Method
approximations. The simple nodal average, the Zienkiewicz-Zhu and the Superconvergent
Patch Recovering (SPR) techniques are studied. Considering one-dimensional problems,
two adaptive A-refinement methodologies are evaluated. The first technique, called CH, is
based on the theoretically known asymptotic error convergence whereas the second,
which is presented as Quadratic Error Recovery, is based on the construction of an energy
error density function, and on the solution of an optimization problem. Additionally, the
performance of each adaptive A-refinement method is assessed against the a-posteriori
error estimation, using all the recovery techniques studied, and the behavior of such
recovery techniques in case of different polynomial degrees basis-functions is analyzed.

KEYWORDS: Finite Element Method. Error Estimators. #-adaptativity.
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