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Coloragao total distinta nos vértices adjacentes

Adjacent distinguishing total coloring

RESUMO

Uma coloragao total propria de um grafo é uma atribuigdo de cores para seus vértices e
arestas de forma que elementos adjacentes recebam cores distintas. Dada uma coloragdo
total propria em um grafo G, C(v) é o conjunto de cores de um vértice v, composto pelas
cores das arestas que incidem em v e pela a cor do préprio v. Uma coloragdo total distinta
nos vértices adjacentes é uma coloragao total prépria em que C(u) #C(v) para todo par de
vértices adjacentes u e v. O Problema da Coloracdo Total Distinta nos Vértices Adjacentes
consiste em determinar o menor numero de cores necessdrias para se obter uma
coloragao total distinta nos vértices adjacentes de um grafo. Este trabalho apresenta a
solugdo do Problema da Coloragdao Total Distinta nos Vértices Adjacentes para as
poténcias de caminhos Pﬁ comn>2k+1.

PALAVRAS-CHAVE: Coloracdo total distinta nos vértices adjacentes. Poténcias de caminho.
Grafos indiferenca.

ABSTRACT

A proper total coloring of a graph is an assignment of colors to the vertices and edges such
that adjacent elements receive distinct colors. The set of colors of a vertex v, denoted by
C(v), is composed by the colors of the edges incident to v and the color of v. An adjacent
vertex distinguishing total coloring is a proper total coloring such that C(u) ZC(v) for every
pair of adjacent vertices u and v. The Adjacent Vertex Distinguishing Total Coloring
Problem consists in determining the minimum number of colors to an adjacent vertex
distinguishing total coloring of a graph. This work presents the solution of the Adjacent
Vertex Distinguishing Total Coloring Problem for the powers of paths Pﬁ with n > 2k + 1.

KEYWORDS: Adjacent vertex distinguishing total coloring. Indifference graphs. Powers of
paths.
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INTRODUCAO

Uma coloragdo total é uma atribuicao de cores para os vértices e arestas de
um grafo de forma que quaisquer duas arestas que incidem no mesmo vértice
tém cores diferentes, quaisquer dois vértices que formam uma aresta tém cores
diferentes, e qualquer aresta tem cor diferente das cores dos vértices que a
compode. Dada uma coloracdo total de um grafo G dizemos que o conjunto de
cores de um vértice v, denotado por C(v), é composto pela cor de v e pelas cores
das arestas que incidem em v. Uma coloragao total distinta nos vértices
adjacentes (ou coloragdo TDVA) é uma coloracdo total onde vértices adjacentes
tém conjuntos de cores distintos. O Problema da Coloracdo Total Distinta nos
Vértices Adjacentes, introduzido por Zhang et al. (2005), é determinar o menor
ndimero de cores com que se pode realizar uma coloracdo TDVA em um grafo G.
Tal nimero é chamado de numero cromdtico total distinto nos vértices
adjacentes, ou nimero cromatico TDVA, e é denotado por X '',(G).

Neste trabalho, apresentamos o numero cromatico TDVA para algumas
poténcias de caminho.

ARCABOUCO TEORICO

Uma poténcia de caminho, P’,‘,, é um grafo com conjunto de vértices V(Pﬁ) =
{ Vo «r Vy-1} Oonde dois vértices V; e V; sdo adjacentes se, e somente se, | j-i |
< k. Considerando esta definigdo, quando | j-i| <k, todos os vértices entre V; e
V; sdo adjacentes entre si. Em qualquer grafo, um conjunto de vértices dois a
dois adjacentes é chamado de clique. As poténcias de caminhos sdo uma
subclasse dos grafos indiferenca. Um grafo é indiferenga se seus vértices podem
ser linearmente ordenados de forma que vértices que pertencem a mesma clique
sejam consecutivos. Tal ordem é denominada ordem indiferenca (ROBERTS,
1971).

O grau de um vértice v, denotado por d(v), é a quantidade de arestas que
incidem em v, o maior dos graus dos vértices de um grafo G é denotado por A(G)
e chamado de grau maximo. Pedrotti e Mello (2010) provaram que para um grafo
indiferenca G com A(G) impar e vértices adjacentes de grau maximo, X ' '4(G) = A
(G) + 2; e que quando A(G) é par e n3o existem vértices adjacentes de grau
maximo, entdo X '',(G) = A(G)+1. Apds esse trabalho, o Problema da Coloragdo
TDVA estava em aberto para as poténcias de caminho com A(P',f,) par que tém

vértices adjacentes de grau maximo e também para o caso em que A(Pﬁ) é impar
e ndo existem vértices adjacentes de grau maximo. Este trabalho concentra-se no
Problema da Colora¢do TDVA para as poténcias de caminho do primeiro caso, ou
seja, quando A(Pﬁ) é par e existem vértices adjacentes de grau maximo.

Considere um grafo G com uma coloracdo total. Observe que o conjunto de
cores de qualquer vértice de grau maximo em G tem tamanho igual a A(G) + 1.
Entdo para toda coloracdo total que use exatamente A(G) + 1 cores, 0s conjuntos
de cores de quaisquer dois vértices de grau maximo sdo iguais. Essa observacado
da origem ao Teorema 2.
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Teorema 2 (Zhang et al., 2005) Seja G um grafo com vértices adjacentes de
grau maximo, entdo X '',(G) = A(G)+2.

Para qualquer grafo G, denotam-se por V(G) e E(G) seus conjuntos de
vértices e arestas, respectivamente. Um grafo completo, denotado por K, é um
grafo com n vértices em que existe aresta entre cada par de vértices. Sejam K,
um grafo completo colorido, e G, um grafo que se quer colorir. Um pullback de
K, em G é uma funcdo f:V(K,) - V(G), tal que se uve E(K,), entdo
flu)flv) € E(G) e f é injetora quando restrita a v e seus vizinhos, para todo par de
vértices u e v do grafo K,. A seguir, a técnica de pullback é utilizada para
determinar o nUmero cromdatico TDVA de algumas poténcias de caminho.

RESULTADOS

Essa secdo apresenta os resultados sobre o Problema da Coloragdo TDVA
para as poténcias de caminhos, obtidos nessa iniciacdo cientifica. Observe que se

Pﬁ é uma poténcia de caminho com 1 < n # 2k+1, entdo existem vértices
adjacentes de grau maximo. Pelo Teorema 2, nestes casos, X ' 4(G) = A(G)+2. O

Teorema 3 mostra que existe uma coloracdo TDVA para esses grafos com A(G)+2
cores.

Teorema 3. Seja Pﬁ uma poténcia de caminho com n > 2k+1, entdo
N k k
X G(Pn) = A(Pn) + 2

Demonstragdao. Considere uma poténcia de caminho Pﬁ com n > 2k+1 e
vértices rotulados vg,Vy, ...,Vn1 de acordo com a ordem indiferenga. Considere um
grafo completo K,,,, com uma colorac¢io total T: V(Kau2) U E(Kaw2) = {0, 1, ...,
2k+1}, onde:

t(u;)=2imod (2k+2)

t(u;, u;)={i+j)mod(2k+2) (4)

Seja a coloracdo do grafo Pﬁ, dada pela fungdo a: V(Pﬁ) U E(Pﬁ) ->{0,1, ..,
2k+1} definida a seguir.

Cr(vi):F[(Vz'mod(2k+2)>
a(vi’vj):T(vimod(2k+2)’ijod(2k+2))

(5)

Pela definicdo de a, nenhum vértice v; do grafo Pﬁ é adjacente a dois
vértices v; e v, tal que j mod (2k+2) = p mod (2k+2), sendo A(Pﬁ) > 2k. Desse
modo ndo existem arestas com a mesma cor que incidem no mesmo vértice.
Além disso, ndo existem no P’:l vértices adjacentes v; e v; de forma que a(vi) =
a(v;, v;), caso contrario, 2i mod (2k+2) = (i+j) mod (2k+2) e a distancia entre v; e v;
é maior que 2k. Suponha por contradicdao que existem dois vértices adjacentes, v;
e V;, de forma que a(vi) = a(v;). Considere i < j. Lembre-se que a(vi) = T(Vimod 21:2) €
a(V;) = T(Vj mod 2+2). COMoO i < j, entdo 2j - 2i > 2k + 2. Portanto j-i> k+ 1, um
absurdo, uma vez que v; e v; sdo adjacentes e estdo a uma distancia maior que k
no Pﬁ. Assim sendo, a é uma coloragdo total prépria do Pl,:.
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Agora para provar que o é uma coloracdo TDVA, vamos mostrar que para
todo vértice v; do P';, existe uma cor w, de forma que w & C(vi) e w € C(vj), para
cada par de vértices adjacentes v; e v;, j > i. Seja v; um vértice do Pl; e v; 0 vértice
adjacente a v; mais a direita na ordem indiferenca. Observe que, por construgao
v; ndo é adjacente a v;.1. Pela fungdo a, a cor w = ((i mod 2k + 2) + (j mod 2k + 2) +
1) mod (2k + 2) aparece apenas nas arestas viv,, emque p=j+ 1+ x(2k +2), x €
Z. Além disso, a(v;) Zw. Suponha por contradi¢do que a(v;) = w = a(v;,v;.1). Entdo,
2i mod (2k+2) = (i+j+1) mod (2k+2). Como i <j+ 1, 2i + x(2k + 2) = j + 1 para
algum x € z, x > 1. Portanto, j-i > A(Pﬁ) +1=2k + 1, uma contradi¢ao, uma vez
que a distancia entre v; e v; € no maximo k. Entdo, a(v;) Zw.

Por fim, resta mostrar que a cor w incide em todos os vértices de vi,; a v;.
Pela fungdo a, @ = a(Vi, Vj.1) = 0Visg, Vjrg), para 1 < g < (j-i+1)/2. Além disso, se o
ndmero de vértices de v, até v; é impar, entdo o vértice V1.)2 POSSUi @ cor w.
Assim sendo, a cor w incide em todos os vértices entre v, e v;. Portanto, a é uma
coloragdo TDVA wvdlida com 2k+2 = A(PI,‘I) + 2 cores.
O

CONCLUSOES

As poténcias de caminho Pﬁ, com n < k + 1 sdo grafos completos e seu
ndmero cromatico TDVA ja é conhecido (ZHANG et al., 2005 ). O Unico caso em
que ndo hd vértices adjacentes de grau maximo é quando n = 2k + 1. Neste caso,
X' 'a(Pﬁ) = A(Plf,) + 1. Para os casos em que Pﬁ tem vértices adjacentes de grau
maximo e o A(Pﬁ) é impar, ou seja, quando n # 2k + 1, o nimero cromatico TDVA
é conhecido (PEDROTTI e MELLO, 2010). Vale ressaltar, que este caso s ocorre
quando n < 2k + 1. Esse projeto contribui para o avanco do conhecimento da
coloragcdo TDVA em poténcias de caminho, provando que X"G(P’,j) =A(Pﬁ) +2
quando n > 2k+1. Esse trabalho foi desenvolvido em conjunto com a aluna de
Mestrado do Programa de Pds-Graduacdo em Ciéncia da Computacdo (PPGCC) da
UTFPR - Campus Ponta Grossa, Mayara Midori Omai. Tais resultados foram
apresentados e publicados nos anais do Workshop de Pesquisa em Computacao
dos Campos Gerais . O Ultimo caso em aberto para as poténcias de caminho,
quando k+l<n<2k e A(Pﬁ) é par, foi resolvido pela aluna de mestrado e juntos
submetemos tais avancos ao periddico Discrete Applied Mathematics.
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