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Um estudo sobre métodos de Programacao Linear
aplicados ao conceito de dualidade

A study on Linear Programming methods applied to the
concept of duality

RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre o uso da Dualidade agregado ao
Teorema de Complementaridade de Folga para resolugéo de problemas de Programacdo
Linear. Para este fim sera construido e modelado um par de problemas de programacao linear
primal-dual, a titulo de exemplo e discussdo. O problema dual sera resolvido com o auxilio
do Método Simplex e, a partir da solucdo 6tima de tal problema, sdo consideradas as
condicGes de complementaridade de folga e, por sua vez, determinada a solugéo do problema
primal. Além disso, a solugdo do problema primal, via dualidade, serd associada com a
respectiva solugdo por meio da interpretagdo do Método Gréfico. Dessa forma, por meio deste
trabalho pdde-se observar que a solu¢do numérica de um problema primal ou dual, pode ser
obtida com uma ferramenta tedrica alternativa (Dualidade) ao método classico (Simplex) de
problemas de programacé&o linear.

PALAVRAS-CHAVE: Dualidade. Simplex. Programacao Linear.

ABSTRACT

The aim of this paper is to present a study on the use of Duality added to the Complementarity
Theorem of Linear Programming Problem Solving. To this end one of the primal-dual linear
programming problems will be built and modeled, an example and discussion title. The dual
problem will be solved with the aid of the Simplex Method and, from an optimal solution of
the problem, will be considered as conditions of complementarity and, in turn, are determined
as a solution of the primal problem. In addition, a solution of the primal problem via duality
will be applied with the solution for the interpretation of the Graphic Method. Thus, through
this work it may be that the numerical solution of a primal or dual problem can be obtained
with a theoretical tool (Duality) to the classical pattern (Simplex) of linear programming
problems.

KEYWORDS: Duality. Simplex. Linear Programming.
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INTRODUGAO

A programacao linear é um método cientifico que auxilia na tomada de
decisdes, e por sua vez, utilizada na solu¢cdo dos mais diversos tipos de problemas,
tais como engenharia, transporte e problemas de custos. Estas técnicas foram
desenvolvidas inicialmente para necessidades militares em alocar recursos
escassos as varias operacdes militares e as atividades dentro de cada operacdo de
uma maneira efetiva. (Barbosa, 2004)

Dentro das vertentes que compdem a Pesquisa Operacional, a Programacao
Linear (PL) é um instrumento de alta relevancia, pois proporciona um método
eficiente para otimizar a funcdo objetivo de um problema, sujeito a algumas
restricdes, atingindo uma solugao 6tima. Seu processo de montagem consiste em
identificar o problema, verificar os recursos disponiveis e formular
matematicamente os dados. (Passos, 2008)

A Programacao Linear visa fundamentalmente encontrar a melhor solugdo
para problemas que tenham seus modelos representados por expressoes lineares.
A sua grande aplicabilidade e simplicidade devem-se a linearidade do modelo. A
tarefa da PL consiste na maximizagdo ou minimizacdo de uma fungao linear,
denominada Funcdo Objetivo, respeitando-se um sistema linear de igualdades ou
desigualdades, que recebem o nome de Restricdes do Modelo. (Marins, 2011).

Dessa forma considerando a importancia e a dimensado da programacao linear,
o objetivo deste trabalho é utilizar essa metodologia para resolucdo de problemas
de programacdo linear (PPL) com o auxilio da dualidade. Para isso, foram
estudados os conceitos e fundamentos tedéricos necessarios para tal construgao, e
aplicados na resolucdo de um par de problemas teérico como exemplificacao.

MATERIAIS E METODOS

Este trabalho trata-se de um estudo tedrico sobre Programacdo Linear (PL)
aplicado a resolucdo de problemas lineares. Nesse sentido, foram estudados os
conceitos iniciais de PL, um estudo tedrico do Método Simplex e, por sua vez,
conceitos relacionados a dualidade.

De acordo com Lins e Caléba (2006) para cada problema de programacdo
linear, existe um outro, denominado dual do problema original, que por sua vez é
chamado primal. Uma vez solucionado um deles, a solugao do outro é imediata,
nao requerendo o uso de um algoritmo.

Dessa forma, sera considerado um par de problemas primal-dual, sob o qual,
a resolucdo de um dos problemas sera obtida, primeiramente, a partir do método
Simplex. O Simplex é um algoritmo que funciona de forma iterativa e possui uma
sequéncia ldgica: encontrar/construir a primeira solugdo basica viavel; verificar se
existem vértices adjacentes vidveis com melhoria potencial da funcdo objetivo no
conjunto viavel; mover a solucdo para o vértice melhor e resolver o problema para
este vértice; aplicar o teste da otimalidade e repetir o procedimento até encerrar
o problema, ou seja, encontrar um ponto 6timo que satisfaca as restri¢cdes (Lins e
Caléba, 2006). Este algoritmo foi estudado teoricamente, e para a aplicacado,
utilizou-se o software QM. Por fim, para alcancar a solucdo do par de problemas
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de programacao linear primal-dual, o resultado apresentado pelo método simplex
serd associado com o resultado tedrico oriundo do estudo das condi¢cdes de
complementaridade de folga e confirmado na visualizacdao gréfica da solugdo.
Dessa forma, a solugdo do problema associado serd realizada sem a aplicagdo do
algoritmo, mas com o uso das Condi¢des de Folga Complementares.

Na sequéncia é realizada uma discussao sobre o Método Simplex, assim como
apresentado o Teorema de Complementaridade de Folga.

O Método Simplex

O método Simplex é um algoritmo criado por George Dantzig que determina,
numericamente, a solucdo 6tima de problemas de programacao linear. Para a
resolugao de um problema na forma padrao do tipo:

T

Maximizar c¢'x
Sujeito a Ax < b (1)
x>0

emque x € R™1, 4 € R™" b € R™*1 ec € R™™. 0 algoritmo Simplex consiste
na execucdo dos 4 passos, descritos a seguir:

Passo 0: Inicializacdo: com solugdo bésica factivel x°, t« 0;

Passo 1: DirecGes simplex: construir Ax associada com ndo basica xj e calcular
custo reduzido ¢j = ¢ Ax;

Passo 2: Otimalidade: se nenhuma dire¢do melhora (A ¢j > 0 para max ¢j < 0
para min), entdo parar, xt é 6tima; sendo escolher nova direcio Ax que melhora
valor fungdo objetivo; seja x,, a variavel que entra na base;

Passo 3: Passo: se todas componentes de Ax forem ndo negativas, entdo parar, o
modelo é ilimitado, sendo determinar A e escolher variavel que deixa a base,
Xr

Xp: Ae (—A—xr;

Passo 4: Novo ponto e base: determinar nova solugdo xt*1 = xt + A Axt*1 e trocar
Xy POrxp;t=t+ 1; ir para o Passo 1.

Associado a teoria da resolucdo de problemas de programacao linear pelo
Método Simplex, empregamos também a teoria da dualidade.

Teorema de Complementaridade de Folga

A fim de embasar o Teorema de Complementaridade de Folga apresenta-se,
inicialmente, as Condi¢gdes Complementares de Folga (CCF), conforme Lins e
Cal6ba (2006).
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Teorema 1. Condi¢goes Complementares de Folga-CCF: Seja o par de problemas de
programagdo linear Primal (P)-Dual(D), dado por:

(P) Minimizar n
PR
Jj=1
sujeito a Z;'l=1 aijxj =b,i=1,..,m (2)

X =2 0,j=1,..,n

e
(D) Maximizar n
Z b; w;
i=1
sujeito a Yiiapwp <c,j=1,..,n (3)

w; =20,i=1,..,m

Define-se que duas solu¢des bdsicas X e w, respectivamente de (P) e (D), satisfazem
as CCF, se:

1. Para cada restrigdo i do primal: [2?21 a;j x, — b; ] w;=0,i=1,..,m

2. Para cada restrigéo j do dual: [¢; — ¥ a;; wi |. % =0, j=1,..,n.

Com relacdo ao primeiro conjunto de CCF, cada varidvel natural do dual
diferente de zero implica na auséncia de folga na restricdo primal, e vice-versa.
Com relac¢do ao segundo conjunto de CCF, cada variavel natural do primal diferente
de zero implica na auséncia de folga na restricdao dual, e vice-versa. Seguindo o

teorema, introduzindo a variavel de folga nos PPL Primal e Dual, e modificando as
equacdes das restricdes do primal e do dual, tem-se que

Zaijxj—xn+i=bi,i=1,...,m g Zaijxj—bi=xn+i

Zaijwi+wm+j=cj,j=1,...,n d Wm+j=Cj —Zaijwi.
E assim, as CCF ficam da seguinte forma:

1.Para cada restrigdo i do primal: [¥7,a;% —b;|. W, =0, i=1,..,m
ficard da forma: w;, . x,,,; =0,

2. Para cada restri¢do j do dual: [cj — Yia Wl] X, =0, j=1,..,nficara
daforma: xj . Wy ; = 0.

Sendo, W, e Wy, j as variaveis naturais e de folga do PPL Dual, e X; e X,,; as
variaveis naturais e de folga do PPL Primal, respectivamente.

O Teorema de Complementaridade de Folga (TCF) formaliza a utilizagdo das
condicbes complementares de folga (CCF) na solucdo de PPL. O teorema a seguir é
enunciado conforme Lins e Cal6ba (2006):
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Teorema 2. Teorema de Complementaridade de Folga: i e W sdo solugbes 6timas
dos problemas (P) e (D), dado em (2), se e somente se forem vidveis e satisfazerem
as Condicbes Complementares de Folga (CCF).

Apresenta-se a seguir a formulacdo de um par de problemas primal-dual e sua
resolucdo serd obtida utilizando o algoritmo Simplex, assim como as condi¢Bes
complementares, ja apresentadas no Teorema 1 e Teorema 2.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Considere, a titulo de exemplificacdo, o par de problemas de programacao
linear Primal/Dual dado por

Min —60x; — 72x, Mdx 70w; + 34w,

6x; + 18x, <70 6w, + 4w, > 60

4x; +4x, < 34 18w, + 4w, > 72 4)
X1,%X; =0 Wy, wy = 0.

Utilizando como auxilio o software QM e aplicando o Método Simplex para
determinar a solugdo do problema dual tem-se que w* = (1,13.5,0,0). Dada a
solucdo do dual, para este par de problemas, pode-se utilizar as CCF, apresentadas
no Teorema 1, e obtém-se as seguintes relacdes: considerando a solugdo w* e
utilizando o Teorema da Complementaridade de Folga, sabe-se que w3 = w, = 0,
logo tanto x; como x, podem ser zero ou diferente de zero. Em contrapartida,
como w; =1 ew, = 13.5, consequentemente x3 = 0 e x, = 0. Substituindo
x3 = 0 e x, = 0 recai-se no seguinte sistema linear:

{6x1 +18x, =70 (R1) (5)

4x; +4x, =34 (R2)

cuja solugdo é x; = 6,9167 e x, = 1,5833. Utilizando o Método Grafico (Figura
1), ainda, é possivel observar que o ponto dtimo é exatamente a intersecdo entre
as duas restricdes ndo constantes do problema, que compdem o conjunto viavel,
sendo o ponto x* = (6.9167,1.5833,0,0).

Figura 1: Solugdo 6tima do PPL Primal — Método Gréfico

1
:E*

V| (a1, 22) \ \,;"xl

Fonte: Os autores, 2019
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E possivel observar que a partir do Teorema de Complementaridade de Folga
e da solugdo 6tima do Dual, obtida pela aplicagdo do Método Simplex, foi possivel
alcancar a solucdo do problema de programacdo linear Primal com maior
facilidade, sem a necessidade de efetuar, novamente o algoritmo Simplex.

CONSIDERAGOES FINAIS

Para a solucdo de um par de PPL Primal-Dual, o uso das CCF sdo extremamente
vantajosas quando ja se tem a solucdo de um dos problemas. No caso do PPL
apresentado neste trabalho, a partir da solu¢do do problema dual, obtida pelo
método Simplex, a solucdo imediata do primal foi obtida a partir das CCF. Isso
evidencia a importancia e correlagdo entre os diversos conceitos tedricos
trabalhados em PL, que podem ser aplicados na resolucdo de diversas aplicacdes
gue envolvem uma formulacdo linear e podem ser utilizados na resolucdo de
problemas praticos de programacao linear.
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