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Simulag¢ao computacional da equacao de difusao
transiente aplicada a dispersao de poluentes

Computational simulation of the transient diffusion
equation applied to pollutant dispersion

RESUMO

No presente trabalho apresenta-se um estudo da equagdo de difusdo bidimensional
transiente com reagdo quimica na aplicagdo de um caso hipotético. As hipdteses
consideradas permitem reproduzir superficialmente o campo de concentragdo de
poluentes liberadas por fontes continuas em uma regido quadrada. Este estudo é
motivado pela grande atencdo que especialistas tém dado ultimamente para a poluicdo
causada pelo rapido desenvolvimento industrial e tecnoldgico, com sérios impactos
ambientais em rios e lagos. O modelo matematico é discretizado com o Método de
Diferengas Finitas — MDF, em malha uniforme, com acuracia de segunda ordem nas
varidveis espaciais e primeira ordem na varidvel temporal. O sistema de equacgdes
algébricas é resolvido com o método Gauss-Seidel. Os resultados demonstram boa
concordancia com a literatura.

PALAVRAS-CHAVE: Poluicdo. Agua. Poluentes. Diferencas finitas.

ABSTRACT

The present work presents a study of the transient two-dimensional diffusion equation
with chemical reaction in the application of a hypothetical case. The hypotheses
considered allow superficially reproducing the concentration field of pollutants released
by continuous sources in a square region. This study is motivated by the great attention
that experts have lately given to pollution caused by rapid industrial and technological
development, with serious environmental impacts on rivers and lakes. The mathematical
model is discretized with the Finite Difference Method - MDF, in uniform grid, with second
order accuracy in the spatial variables and first order in the temporal variable. The system
of algebraic equations is solved with the Gauss-Seidel method. The results show good
agreement with the literature.
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INTRODUCAO

A modelagem matematica de fendmenos fisicos € muito utilizada para
representar problemas de engenharia por meio de equacdes diferencais parciais.
Os modelos resultantes, quando sdo resolvidos, fornecem informacdes essenciais
para auxiliar engenheiros e gestores em suas escolhas. Em geral, os modelos
matematicos sado utilizados para simular fendbmenos fisicos porque reduzem os
custos operacionais associados aos laboratérios experimentais. No ambito da
engenharia ambiental ha grande preocupacdo com a dispersdao de poluentes,
tanto em canais fluviais, que sdo as principais fontes de recursos hidricos, quanto
em superficies de solo e atmosfera (MOREIRA e TIRABASSI, 2004). No tocante a
poluicdo das aguas, nota-se que grande parte desse impacto ambiental ocorre
por conta do descarte de poluentes em rios, o que causa contaminac¢do (chumbo,
mercurio, pesticida, cotinina, esgotos urbanos e outros) (KACHIASHVILI e
MELIKDZHANIAN, 2006; DINIZ, 2003), podendo inclusive torna-la imprdprio para
0 Cconsumo, cuja reversao requer investimentos para tratamentos convencionais
ou até mesmo avancados.

Os modelos, quando bem formulados, exercem papel fundamental em
sistemas ambientais. E possivel, por exemplo, quantificar as informac&es para
gue se possa entender o que ocorre no sistema que estd sendo analisado, como
discutido por Prestes e Meyer (2013) e Oliveira, (2015). A equacdo de transporte,
também chamada de equacdo de advecg¢do-difusdo (FORTUNA, 2000), é uma das
equacdes amplamente utilizada por técnicos para estudar a qualidade de agua
em rios, ou seja, uma importante ferramenta no gerenciamento e planejamento
ambiental. De acordo com Moreira e Tibassi (2004) os processos que governam o
transporte e a difusdo de poluentes sdo numerosos e de uma complexidade tal
qgue nado é possivel descrevé-los sem a utilizagdo de modelos matematicos, que se
mostram, entdo, ser um instrumento técnico indispensdvel para a gestdo
ambiental. Os modelos matemadticos sdo capazes de descrever e interpretar os
dados experimentais; administrar as liberacGes acidentais, avaliar, prever e
mensurar as dareas de risco. Na literatura podem ser encontradas diversos
trabalhos com o foco na dispersdo de poluentes no meio ambiente em que é
empregada a equacdo de adveccdo-difusdo, seja na agua, solo ou atmosfera
(PRESTES e MEYER, 2013; OLIVEIRA, 2015; MOREIRA e TIRABASSI, 2004).

O foco do presente trabalho era simular superficialmente a dispersdao de
poluentes a partir da implementacdo de cddigos computacionais. A equacdo de
difusdo foi utilizada na forma de um modelo transiente e um termo de reacdo
quimica foi adicionado ao problema. Foram realizadas analises gréaficas com o
foco no transporte de propriedades fisicas em uma regido limitada.

MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

Neste trabalho é estudado o problema de difusdo bidimensional (2D) em
regime transiente com rea¢do quimica. Busca-se, de forma simples, simular uma
situacdo em que é despejado material poluente em um corpo d’agua. A difusao
estd associada ao transporte de massa que ocorre em um sistema quando nele
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existe um gradiente de concentracao, podendo ocorrer no interior de sélidos,
liqguidos e gases [4]. A equacdo associada a este problema é dada por

L _7ZC 7
a Ty

(1)

onde C = C(x,y,t) representa a concentragdo em um ponto de coordenadas
(x,y) no tempo t, x4 ¢é a difusibilidade do poluente no meio liquido (ou
difusividade molecular de massa), x é o coeficiente de reacdao quimica. O temo
kC mede o quanto o poluente é inserido no meio liquido ponto a ponto. Ainda,
nota-se na Eq. (1) que os termos advectivos nas direcdes coordenadas sdo
desprezados, o que demonstra que o modelo apresentado ndo é totalmente
realista. As condi¢Bes de contornos sdo do tipo Dirichlet, ou seja, sdo conhecidas
e artificiais, visto que ndo se trata de problema real. O problema é resolvido em
um dominio quadrado definido por Q, conforme mostrado a Figura 1.

Figura 1 - Esquematizacdo dominio com as regiGes de concentracdo de
poluentes. (a) concentracdo na vertical, (b) concentracdo na horizontal e (c)
concentracdo esta localizada na vertical e na horizontal.
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Fonte: autor.

Os pontos A, B, C e D da Figura 1 sdo regides de concentragao de despejos de
supostos materiais poluentes. As Figuras (a), (b) e (c) ilustram os casos estudados
neste trabalho.

O modelo matematico que governa o problema dado pela Eq. (1) é resolvida
no dominio Q={0<x<L;0<y< Ly}, Figura 1, que é particionado em um
numero de nés dado por N =NyNy, onde N, e N, sdo o numero de nds nas

direcbes x e y, respectivamente. Qualquer ponto da malha é definido como
(%, v;)= (-2, (i-Dh,), com h =1/(N,-1) e h, =1/(N,~1) em que i=1...N,,

j=1...Ny, hg e hysdo ostamanhos dos elementos da malha nas direces x e y,

yl
com h, =h,=h e P=i, ], conforme pode ser visto na Figura 2.

Figura 2 — Esquema de diferencas finitas na malha computacional.

Fonte: autor

A equacdo foi discretizada com o Método de Diferengas Finitas (MDF)
usando um esquema implicito no tempo em um sistema de coordenadas
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cartesianas com malha ortogonal e uniforme nas dire¢es x e y (FORTUNA, 2000).
As derivadas sdo aproximadas com o Esquema de Diferenga Central (CDS —
Central Difference Scheme) que possui acuracia de 2° ordem. A discretizac3o
resulta em um sistema de equacdes algébricas que pode ser escrito como

n+1 n+l n+l n+l n+l
appCij” +apCijia +apsCija +ap,Cilyj +apeCiyj =bp (2)

onde os coeficientes sdo dados por

AuAt

aP’e =aP.W =aP.n =aP,S =——2, aP,p =1+h_2 e bP =CS(1+AtK),
em que o indice n representa o passo de tempo. A Eq. (2) é vélida para os nés
internos do dominio de cdlculo. Os coeficientes nos contornos sdo dados por

8pe=8py =8 =8 =0, e ap,=1. O termo fonte no contorno é dado por
b% = Ceontorne» CUjOS Valores sdo atribuidos nos locais de concentragdo dos

supostos materiais poluentes, como mostrado na Figura 1. O sistema de
equacdes lineares, Eq. (2) é resolvido com o método iterativo Gauss-Seidel e o

processo é interrompido quando HR"H /HRlu <102 ondeRX é o residuo de C
na iterac3o k, e para cada passo de tempo max‘Cn —C”‘l‘ <1073,

RESULTADOS E DISCUSSAO

O algoritmo foi implementado usando a linguagem de programacdo Matlab.
Testes foram feitos alternando passos de tempo, tamanho de malha
computacional, coeficientes de difusdo e reagdo. Os resultados apresentados a
seguir sdo apenas os mais expressivos do ponto de vista de andlise e visualizacdo.
Nas simulagdes foram adotados u = 1073 nas duas dire¢des, k = 1073 e malha
257 x 257. O tamanho do local de concentracdo de poluente foi definido em
10% da largura do contorno, onde C = 1. As Figuras 2, 3 e 4 ilustram os
resultados, com At = 2, em que a unidade do tempo aqui ndo é relevante.

Figura 3 - Dispersdo do poluente nos tempos (a) t = 6 e (b) t = 20 com a
concentracdo horizontal.
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Fonte: autor.

A Figura 3 apresenta valores da concentracao ao longo da regido para o caso
da Fig.1(a) nos instantes de tempo t = 6 e t = 20. E possivel observar nas isolinhas
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do campo de concentracdo, Figura 3(b), o efeito do tempo na dissipacdo do
poluente, mostrando o avanco na direcdo do centro do dominio em relacdo a
Figura 3(a) até atingir o estado estacionario, porém de forma regular devido a
auséncia do fluxo convectivo (ou adveccdo) na Eq. (1). Destaca-se ainda que a
malha computacional utilizada 257 X 257 foi suficiente para mostrar que a Eq.
(1) com o método aplicado aqui reproduz as caracteristicas do fenémeno fisico.
Esta observacdo se aplica aos trés casos analisados.

Figura 4 - Dispersdo do poluente nos tempos (a) t = 6 e (b) t = 20 com a
concentracdo vertical.

Fonte: autor.

A Figura 4 ilustra as isolinhas da dispersdo na vertical ao longo da regido para
o caso da Fig.2(a), ou seja, com alta concentragdo no contorno lateral esquerdo.
Aqui, também é possivel observar nas isolinhas, Figura 4(b), o efeito do tempo na
dissipacdo do poluente, mostrando que a substancia se espalha de regiGes de
mais alta concentracdo para regides de mais baixa concentracdo.

Figura 5 - Dispersdo do poluente nos tempos (a) t = 6 e (b) t = 20 com a
concentragao vertical e horizontal.
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Fonte: autor.

No terceiro caso, Figuras 5(a) e 5(b), procurou-se mostrar com as isolinhas a
dispersdo do poluente em dois pontos, no contorno superior e um dos cantos, de
forma simultanea. Em todos os casos analisados, nota-se que a dispersdo no
contorno oposto ao despejo tende a zero no tempo final considerado, atingindo
o estado permanente, que é o esperado em situacgdes reais.

CONCLUSAO

Neste trabalho foi escrito um cdédigo computacional para resolver uma
equacdo diferencial parcial 2D transiente com reag¢do quimica. O modelo
matematico foi discretizado com o MDF para simular a dispersdo de poluente em
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um dominio quadrado. O sistema de equacgbes algébrico foi resolvido com
Método de Gauss-Seidel. Trés casos foram analisados. Os resultados obtidos

mostraram que as solucdes estdao muito préximas, do ponto de vista grafico, de
outros estudos disponiveis na literatura. Com o aprendizado neste trabalho, é
possivel avancar em pesquisas na area de métodos numéricos e simulacdes
computacionais para problemas relacionados a dispersdo de poluentes.
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