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Estudo de dinamica nao-linear e Caos

Study of nonlinear dynamics and Chaos

RESUMO

Atualmente sabe-se que a dinamica de muitos dos fenémenos da natureza
apresentam alta complexidade podendo apresentar um comportamento caético. Um dos
grandes objetos de estudo dos ultimos anos é a presenga de comportamento cadtico em
sistemas deterministicos ndo-lineares, pois a caracteristica deterministica confere a ideia de
que um estado final do sistema pode ser previsto e bem definido, no entanto, a alta
sensibilidade de um sistema as condi¢Bes iniciais pode levar a ocorréncia de
comportamentos ndo previsiveis a longo prazo e produzir resultados amplamente
divergentes para tais sistemas dindmicos. Assim o objetivo da pesquisa é predizer como um
sistema modelado em tempo discreto, o qual possui dinamica descrita por uma equagao de
diferengas ndo-linear de primeira ordem, vai evoluir com o progresso do tempo e estudar o
comportamento cadtico que o sistema apresenta para determinadas condi¢des iniciais e
parametros especificos. Para a investigacdo do sistema foi realizado uma pesquisa
exploratdria, e partindo dos conceitos adquiridos por meio da bibliografia estudada, obteve-
se uma analise desse por meio da utilizacdo de algumas ferramentas como mapa de
Cobweb, diagrama de bifurcagdo e expoente de Lyapunov, os quais foram simulados com o
uso do software MATLAB. A partir dessas ferramentas serd determinado o comportamento
do sistema para varios valores do parametro, bem como o comportamento cadtico.
PALAVRAS-CHAVE: Sistema. Cadtico. Deterministica.

ABSTRACT

Currently, it is known that there are many phenomena of nature that present high
complexity and may have a chaotic behavior. One of the major objects of study in recent
years is the presence of chaotic behavior in nonlinear deterministic systems, as a
deterministic feature gives an idea that a final state of the system can be predicted and well
defined, however, a high sensitivity of a system under the initial conditions can lead to
unforeseen changes over the long term and produce widely divergent results for these
dynamic systems. Thus, the aim of the research is to predict how a discrete time modeled
system, or which has characteristics defined for a first order nonlinear difference equation,
will evolve over time and study the chaotic behavior that the system exhibits for certain
initial conditions and specific parameters. For an investigation of the system an exploratory
research was performed, and part of the concepts acquired through the studied
bibliography were analyzed through the use of tools such as Cobweb map, bifurcation
diagram and Lyapunov exponent, which were simulated with the use of MATLAB software.
From these tools will be determined system behavior for various parameter values as well
as chaotic behavior.

KEYWORDS: System. Chaotic. Deterministic.
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INTRODUCAO

Caos em sistemas deterministicos ndo-lineares tem se tornado objeto de
estudo muito divulgado nos ultimos anos, uma vez que a caracteristica
deterministica desses sistema remete uma ideia de previsdo, no entanto, a alta
sensibilidade de um sistema as condig¢des iniciais ou parametros especificos, uma
das principais caracteristicas do Caos, pode levar a ocorréncia de comportamentos
ndo previsiveis a longo prazo, ou seja, pequenas diferengas nessas condi¢des
produzem resultados amplamente divergentes para tais sistemas dinamicos,
conferindo a esses sistemas a caracteristica de instabilidade, o que indica que a
natureza deterministica desses sistemas ndo torna-os previsiveis (MARION;
THORNTON, 2004, p. 170, grifo do autor).

O Caos deterministico é sempre associado com a ndo-linearidade do sistema
(ALLIGOOD; SAUER, YORKE, 1996, p. 2, grifo do autor), portanto sistemas cadticos
constituem um subconjunto da dindmica ndo linear, sendo que todos esses
sistemas possuem uma dependéncia sensivel as condi¢des iniciais, e apresentam
caracteristicas e comportamentos completamente distintos para longos periodos
de tempo.

A modelagem de um sistema dindmico pode ser continua ou discreta. Um
sistema em tempo discreto toma o estado atual como entrada e atualiza a situacdo
produzindo um novo estado como saida, o qual é usado como valor de entrada
para o momento seguinte (BOYCE; DIPRIMA, 2014, p. 93, grifo do autor). A
equacdo que sera estudada é a equacdo de diferencas ndo-linear de primeira
ordem (equacdo da logistica):

x(n+1) = f(k,x(n)) = k.x(n). (1 - x(n)) @))]

A partir de um x(1) estabelecido e variando o parametro k serd analisado o
comportamento de um fendbmeno qualquer que possa ser modelado por essa
equagao.

MATERIAIS E METODOS

Para a investigacdo do modelo dado pela equagdo (1) foi realizada uma
pesquisa exploratéria com finalidade de analisar a existéncia de comportamento
cadtico, bem como outras caracteristicas relacionadas, partindo de uma revisao
bibliografica composta por autores da drea que envolve o estudo de sistemas
dindmicos, de Caos, e também de autores da area de aplicacdo de métodos
numeéricos utilizando o MATLAB para andlise gréfica.

Partindo dos conceitos apresentados por esses autores, serd feito uso do
software interativo MATLAB de alta performance voltado para o calculo numérico,
para obter e comparar resultados. Inicialmente foi simulado um Mapa de Cobweb,
em seguida um Diagrama de Bifurcac¢do e por ultimo um gréafico do Expoente de
Lyapunov nesse software para questionamento e estudo do comportamento do
modelo dado pela equacado (1), também para estudo do Caos presente.
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RESULTADOS E DISCUSSAO

Uma das formas de apresentar a solu¢dao da equacdo (1) é por meio do Mapa
de Cobweb, um grafico linear por partes consistindo em segmentos de retas
verticais e horizontais sucessivos que representam a sequéncia para solugdo do
problema em determinado nimero de iteracGes. Para alguns valores especificos
do parametro k é possivel visualizar algumas diferengas no comportamento final

do modelo.
Figura 1 - Mapas de Cobweb
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Fonte: ALLIGOOD, Chaos: An Introduction to Dynamical Systems, 1996.

Mapa de Cobweb para valores de k=2,9, k=3,1 e k=4.

Para a condigdo inicial x(1) = 0,2 e k equivalente a 2,9 observa-se pelo Mapa
de Cobweb que a solucdao do modelo resulta em um valor final de 0,655 em poucas
iteracGes. Nesse caso observa-se que depois de um numero de iteragdes o
resultado final permanece constante, sempre resultando no mesmo valor, ou seja,
o periodo para k = 2,9 é de um ciclo. No entanto, para k = 3,1 o valor de x oscila
entre 0,558 e 0,765 com poucas iteracdes envolvidas e, portanto, ocorre uma
duplicacdo de periodo havendo a presenca de dois ciclos, ja para k = 4 ndo é
possivel definir a quantidade de periodos.

O fato da quantidade de periodos para k = 4 ser incontavel pela técnica do
Mapa do Cobweb pode indicar Caos e a mudanga no nimeros de solugdes para a
equacdo quando varia-se k é denominada de bifurcacdo (MARION; THORNTON,
2004, p. 172, grifo do autor).

A mudangca no comportamento do sistema sera analisada por meio do
diagrama de bifurcagdo, o qual é uma representacdo qualitativa do
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comportamento das drbitas, sendo possivel determinar para quais valores de k
havera uma duplicacdo do periodo e fornecendo uma visualizagdo mais geral do
modelo.

Figura 2 - Diagrama de Bifurcagao

Diagrama de Bifurcagdo Equacgéo Logistica
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Fonte: MARION, Classical Dynamics of Particles and Systems: 5. Ed., 2004.

E visivel pelo diagrama da figura 2 que para valores de k entre 0 e 1 as solucdes
resultam em um valor final igual a zero, o qual é uma solucdo de equilibrio
assintoticamente estavel, para valores entre 1 e 3 resultam em valores finais
variados sendo solugbes de equilibrio também assintoticamente estaveis,
enquanto para k maior que 3 a solugdo oscila entre dois valores distintos até
ocorrer outras duplicacbes de periodo. Varios novos interessantes efeitos
emergem a partir do diagrama de bifurcacdo indicando regides e janelas de
estabilidade, bem como a presenca de dindmica cadtica do sistema. Na figura 3
abaixo é retratado a janela de estabilidade presente para valores de k entre 3,83 e
3,85. Mais da analise do diagrama de bifurcacdo sera discutida apds essa figura.

Figura 3 - Janela de estabilid
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Fonte: MARION, Classical Dynamics of Particles and Systems: 5. Ed., 2004.
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Na figura 2 percebe-se que a primeira bifurcagdo ocorre em k = 3 e devido a
forma da cisdo demonstrada é denominada bifurcacdo forquilha. Bifurcacdes e
duplicacbes de periodo continuam até que em k= 3,57 aparece um niumero infinito
de ciclos (MARION; THORNTON, 2004, p. 172, grifo do autor).

As multiplas ocorréncias de bifurcagGes por duplicacdo do periodo implicam
na presenca de uma rota para o Caos via duplicagdo de periodo. Essa infinidade de
resultados indicados a partir de k = 3,57 mostram que Caos ocorre para diversos
valores de k entre 3,57 e 4, mas hd ainda janelas de movimento periddico, com
uma notavel janela em k = 3,84, a qual estd representada na figura 3.

Uma forma de quantificar a dependéncia sensitiva em condicdes iniciais para
comportamento cadtico é por meio do Expoente de Lyapunov (MARION;
THORNTON, 2004, p. 176, grifo do autor). Se n é a quantidade de iteragbes, entdo
o Expoente de Lyapunov (1) é definido como:

SuacTd)

Figura 4 - Expoente de Lyapunov

1 T ! : ;

Expoente de Lyapunov

5 ; i : i :
28 3 1724 3.4 36 38 4
k {pardmetro)

Fonte: MARION, Classical Dynamics of Particles and Systems: 5. Ed., 2004.

O Expoente de Lyapunov é um indicador de Caos, o valor de A é zero quando
ocorre alguma bifurcacdo e a solucdo torna-se instavel, é possivel ver pela figura 4
que para k = 3 o expoente assume valor zero e, portanto, hd uma bifurcacdo.
Pontos assintdticos no grafico indicam pontos em que ocorre super estabilidade,
isto implicaem A = -co.

Para valores de A positivo haverda a presenca de Caos, o que ocorre
primeiramente para k = 3,57. A partir de k = 3,57 percebe-se que para alguns
valores k o valor do expoente retorna a assumir valores negativos e orbitas
periddicas ocorrem entre o comportamento cadtico, ou seja, ha janelas de
estabilidade que interrompem o comportamento cadtico (MARION; THORNTON,
2004, p. 177, grifo do autor).
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CONCLUSAO

Com os resultados apresentados constatou-se que um sistema dinamico
modelado pelo modelo discreto dado pela equacdo (1), a qual é uma equacgdo nado-
linear, apresenta Caos para determinados valores do parametro k. Verificou-se a
importancia da andlise grafica para tal conclusdo, em especial a importancia do
Diagrama de Bifurcacdo e do conceito e andlise do Expoente de Lyapunov, os quais
também podem ser empregados para o estudo de sistemas continuos.

Pelo Diagrama de Bifurcagdo é possivel obter os resultados finais para uma
guantidade grande de valores de k sendo possivel analisar a dinamica com
bastante exatiddo com o uso do MATLAB. Um fator de grande importancia no
estudo da dindmica cadtica é a andlise do Expoente de Lyapunov, o qual informara
se ha ou ndo a presenca de Caos.
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