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Estudo da dinamica nao linear e caos

The study of nonlinear dynamics and chaos

RESUMO

A dindmica das equagbes ndo lineares engloba diversos campos das ciéncias exatas,
permitindo que apds um estudo de determinados sistemas de equagdes diferenciais, seja
possivel prever o comportamento do sistema em dado momento. Dentro da dinamica das
equagdes ndo lineares adentrou-se o estudo de sistemas cadticos, os quais, considerando a
grande quantidade de varidveis de estado do sistema, se tornam extremamente sensiveis a
quaisquer mudangas nas condic¢des iniciais e alteragGes de parametros. Um meio de iniciar
o estudo introdutdrio da dinamica cadtica bem como a compreensdo do comportamento
desses sistemas é a partir da analise de modelos matematicos simples como a
representacdo de um modelo populacional. A equacgdo Logistica que sera apresentada em
forma de mapa obtém cada valor através do anterior, sendo seu comportamento periddico
ou caodtico dependendo do parametro. O estudo da dinamica cadtica presente nessa
equacdo ocorre através da analise de programas identificadores de caos: Cobweb plot,
Diagrama de bifurcacdo e o expoente de Lyapunov. Os programas foram elaborados através
do software MATLAB e foram Uteis para a andlise da evolugdo do mapa logistico conforme
0 progresso das iteragdes.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas. Cadtico. Mapa Logistico.

ABSTRACT

The dynamics of nonlinear equations encompass several fields of the exact sciences,
allowing that after a study of certain systems of differential equations, it is possible to
predict the system behavior at any given time. Within the dynamics of nonlinear equations,
the study of chaotic systems has been introduced, which, considering the large number of
system state variables, become extremely sensitive to any changes in initial conditions and
parameter changes. One way to begin the introductory study of chaotic dynamics as well as
the understanding of the behavior of these systems is from the analysis of simple
mathematical models as the representation of a population model. The Logistic equation
that will be presented in map form obtains each value through the previous one, its periodic
or chaotic behavior depending on the parameter. The study of the chaotic dynamics present
in this equation occurs through the analysis of chaos identifying programs: Cobweb plot,
Bifurcation diagram and Lyapunov exponent. The programs were developed using MATLAB
software and were useful for analyzing the evolution of the logistic map as iterations
progress.

KEYWORDS: Systems. Chaotic. Logistic map.
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INTRODUCAO

A dindmica cadtica das equagBes ndo lineares apresenta uma severa
dependéncia as condigdes iniciais conhecida como a “assinatura do caos”. Modelos
em tempo discreto apresentam uma dindmica de melhor compreensdo que podem
representar essa caracteristica cadtica mencionada. Tomando uma equacgdo de
diferengcas como a representada na Eq. (1) e acompanhando a evolucdo das
iteradas a partir de dois determinados valores iniciais com diferenca de 10~°,
X1 = 0.2 e xp, = 0.200000001, observa-se que apds cerca de trinta iteragdes,
conforme a Figura 1, a diferenca passa a ser marcante.

Xpy1 = axp(1—x3) (1)

Figura 1 — Grafico de x iterado versus o numero de iteragdes
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Fonte: Autoria prdpria através do Software MATLAB (2019)

Ao estudar modelos simples em tempo discreto adentrou-se a equagao
logistica, um sistema nao linear que permite a identificacdo do comportamento
cadtico em dado parametro.

A primeira tentativa de representac¢do populacional foi o modelo de Malthus
em 1798 onde o total de populagdao era um modelo linear que dependia apenas da
natalidade, mortalidade e o nimero de individuos, formando uma progressao
geométrica. A equacdo diferencial poderia ser representada pela Eq. (2) onde a
variacdo do numero de pessoas depende apenas da diferenca entre as taxas de
natalidade e mortalidade. A Eq. (3) representa um modelo discreto onde o nimero
de individuos num instante depende do anterior. Assim sendo a Eq. (4) descreve a

progressdo geométrica:
dN

E =rN (2)
Xep1 = (L +7)x; (3)
xe = (1+1)"x (4)
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Sabendo que a linearidade observada ndo representa a situacdo real, em
1845 Pierre Francois Verhulst elaborou um novo modelo ndo linear em que a
mortalidade seria proporcional ao quadrado da natalidade, representada pela Eq.
(5) em forma de equacdo diferencial e pela Eq. (6) em forma de mapa:

dN
=% = aN — pN? (5)
X1 = A% (1 — xp) (6)

A variavel que serd iterada presente na Eq. (5) representa a fragdo do nimero
de habitantes sobre o nimero maximo de pessoas.

MATERIAL E METODOS

Para o estudo introdutdrio da dindmica cadtica presente na equacao logistica
estudou-se o significado de ponto fixo, ciclos periédicos ou de comportamento
cadtico, representacdo de modelos em forma de mapas, diagrama de bifurcacdo e
expoente de Lyapunov. Dessa maneira, para a implementagao numérica utilizou-
se o Software MATLAB.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Um dos meios de andlise do comportamento do mapa logistico é através do
Cobweb plot, assim chamado ja que o grafico tem aparéncia de teia de aranha.
Este permite que seja verificado a estabilidade dos pontos fixos. Quando o x da
iteragdo for igual ao anterior tem-se um ponto fixo. Assim sendo, o primeiro
elemento observado no grafico é a fungdo y(x) = x. O segundo elemento € a
pardbola dada pela Eq. (5) substituindo a iterada por y(x) e x,, pela abcissa. Assim
sendo, o grafico tera linhas que indicam se o0 mapa tende para algum ponto fixo ou
mais de um ponto em determinado parametro. Partindo a linha do grafico da
iterada, a linha segue para um novo x que sera a antiga iterada e repete esse ciclo.
A Figura 2 mostra o grafico partindo de x,, = 0.2, a = 2.8 e 300 iteragdes:

Figura 2 — Cobweb plot para o Mapa Logistico com a = 2.8
- Cobweb plot
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Fonte: Autoria prdpria através do Software MATLAB (2019)
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Conforme observado, para esse parametro tem-se um ponto fixo x,, ;1 = X;,,
no entanto, ao colocar & = 3.05 ja é possivel encontrar periodicidade 2, x4, =
Xy, como na Figura 3.

Figura 3 — Cobweb plot para o Mapa Logistico com a = 3.05
Cobweb plot
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2019)

O diagrama de Bifurcacdo para o mapa traz uma facilidade maior da analise
de pontos fixos pois permite a andlise de um intervalo de parametros, facilitando
a identificagdo do caos. Mantendo como valor inicial x,, = 0.2 plota-se todas as
iteradas em funcdo de um determinado parametro, excluindo o transiente.

A Figura 4 mostra o diagrama de Bifurcacdo considerando a variando de 2.8
até 4 com passo de 0.001. Foram feitas 1000 iteracGes e plotadas as ultimas 200.

Figura 4 — Diagrama de Bifurcagdo para o Mapa Logistico

Diagrama de Bifurcagao
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Fonte: Autoria propria através do Software MATLAB (2019)
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Como observado, até a préoximo de 3 tem-se 1 ponto fixo e apds a bifurcacao
por duplicacdo de periodo o ciclo oscila entre duas posicdes, isso é chamado de
bifurcacdo de forquilha. A partir de a = 3.57 pode ser observado o
comportamento cadtico, iniciado pela duplicacdo de periodo, na parte mais escura
com uma quantidade indeterminada de ciclos, carregando algumas janelas de
periodicidade. Pode-se observar esse comportamento através do Cobweb plot
para o parametro a = 3.86 na Figura 5, conforme mostra o diagrama de
bifurcacao.

Figura 5 — Cobweb plot para o Mapa Logistico com a = 3.86

Cobweb plot
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Fonte: Autoria propria através do Software MATLAB (2019)

0

Um método de quantificagdo da sensivel dependéncia da equagdo as
condigbes iniciais é através do expoente de Lyapunov. Esse expoente é
representado por A sendo o coeficiente de uma variagdo exponencial entre dois
valores iniciais. Assim sendo tem-se por definicdo o expoente dado pela Eq. (7):

1 |af®
1=2n |—dx (7)

X0

Como cada iterada é funcdo do x anterior, pela regra da cadeia teremos a
multiplicacdo das derivadas da funcdo aplicada a cada x. Assim sendo, por
propriedade de logaritmo, essa multiplicacdo se torna uma somatéria que permite
plotar um gréfico de analise considerando a Eq. (8). Observa-se na Figura 6 que se
A é negativo as diferencas sdo muito pequenas e resultando num somatdrio
negativo e a solugdao é muito estavel, assim sendo se o expoente tender ao infinito
negativo tem-se uma solugdo extremamente estavel. A bifurcacdo ocorre em 4 =
0 indicando uma instabilidade, e o comportamento cadtico é observado quando o
expoente revela valores positivos. Foram feitas 400 iteragdes e eliminadas as
primeiras 300 pelo transiente.
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A - nzt,:o ln dx (8)
Figura 6 — Expoente de Lyapunov para o Mapa Logistico
; Expoente de Lyapunov
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Fonte: Autoria propria através do Software MATLAB (2019)
CONCLUSAO

O presente estudo permitiu a andlise e a compreensdo do que sao sistemas
dindmicos tal como a identificagdo do comportamento cadtico em sistemas
simples como o mapa logistico apresentado. A introdugdo ao assunto deu base
para que posteriormente sejam feitas andlises mais completas em equagdes
diferenciais que modelem sistemas mais complexos.
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