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Resolugao de Problemas de Transferéncia de Calor em Ma-
lhas Generalizadas

Solving heat transfer problems in generalized mesh

RESUMO

O presente trabalho teve como objetivo implementar a solugdo numérica da equacdo da
difusdo do calor, bidimensional, com condi¢Ges de contorno de Dirichlet e em regime ndo
permanente em malha generalizada. Foi utilizado o método de volumes finitos com uma
formulagao implicita, o sistema de equagdes lineares resultante foi resolvido pelo método
de Gauss Seidel. Os resultados obtidos com as geometrias testadas indicaram que a meto-
dologia de solugdo e a implementagdo numérica foram realizadas corretamente.

PALAVRAS-CHAVE: Geometria ndo ortogonal. Condugdo. Método de volumes finito.

ABSTRACT

Direito autoral: Este trabalho est4 li-
cenciado sob os termos da Licenga
Creative Commons-Atribuicdo 4.0
Internacional.

The main goal of this article is to set a numeric solution to heat diffusion equation, two-
dimensional, non-steady-state and Dirichlet’s boundary condition in general mesh. The fi-
nite volume method was used in its fully implicit scheme, the resulting linear equation sys-
tem was solved by Gauss Seidel method. All the results gathered with its geometry tested
that the solution and its numeric implementation were used correctly.

KEYWORDS: Non orthogonal geometry. Conduction. Finite volume method.
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INTRODUCAO

A equacdo da difusdo de calor é uma Equacdo Diferencial Parcial (EDP), a sua
solucdo analitica em problemas simples pode ser facilmente encontrada. Entre-
tanto para problemas com geometrias e condi¢des de contornos complexas é im-
praticavel utilizar métodos analiticos, nestes casos recorre-se alternativamente
para solugdes com metodologias numéricas tais como o método de volumes finitos
(MVF). De acordo com (MOUKALLED et al., 2016) o MVF é uma técnica numérica
que transforma a EDP representando as leis de conservagao sobre os volumes di-
ferenciais em equacdes algébricas discretas sobre volumes finitos (ou elementos
ou células).

Em diversas dreas de engenharia envolvendo transferéncia de calor e massa
ha varias situacdes cujos sélidos em estudo ndo apresentam geometria regular.
(DELGADO; LIMA; SILVA, 2012). Sendo assim pode-se utilizar de um sistema de co-
ordenadas curvilineas (ou generalizadas) que parametriza essa geometria possibi-
litando os cdlculos de volume e area do objeto.

Nesse contexto, o presente trabalho busca, por meio do MVF, apresentar bre-
vemente quado util pode ser o uso de coordenadas generalizadas para a resolucao
da equacao da difusdo do calor em geometrias ndo ortogonais.

MATERIAIS E METODOS

A implementacdo dos cédigos e os resultados apresentados no presente tra-
balho foram obtidos com um notebook com processador Intel® Core™ i5 72 gera-
¢do, memodria RAM de 8 GB, sistema operacional Windows 10 Home Single Lan-
guage de 64 bits, para compilar o algoritmo utilizou-se o ambiente MatLab®
R2018b.

A equacdo da difusdo do calor em coordenadas cartesianas é dada por:

pC.

aT _ (62T a’r | 9%t
Por

Iz m + ﬁ) +S (1)
Em que: p é a massa especifica, kg/m3, C, é a capacidade calorifica a pressdo cons-
tante J/(kg°C), k é a condutividade térmica W/(m°C) e S representa o termo fonte

de energia térmica, W/m3.

Para a resolugdo numérica com coordenadas cartesianas considerou-se a
equacdo da difusdo de calor em regime ndao permanente, duas dimensdes (x,y) e
sem geragao de energia térmica.

O método de coordenadas generalizadas tem como fungao sair do dominio
real - em que os parametros de geometria tais como drea e volumes nao sao cal-
culados facilmente - para um dominio com espagamento de uma unidade.

A Fig. 1 representa uma geometria no plano cartesiano sem qualquer trans-
formacao.
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Figura 1 — Malha ndo ortogonal

Fonte: Autoria prépria (2019)

Ao aplicar o método de coordenadas generalizadas, a Fig. 1 se transforma para
uma malha ortogonal com um espacamento A = An = 1, representado pela Fig. 2.

Figura 2 — Malha estruturada ortogonal

£(m)

Fonte: Autoria propria (2019)

Afim de transformar a Eq. 1 em coordenadas generalizadas, (MALISKA, 2017)
aplica varios conceitos de cdlculo diferencial e integral, bem como célculo tensorial
para resultar na Eq. 2.

%(%I)T) = aa_f [(anz_; + a2 Z_;l;) k/] +%[(a21?,—§ + az; a_;j) k]] (2)
em que,
J = Jacobiano;

aj = coeficientes da equagdo dados por:

an =]+ ) (3)
a1 =] *(nz +13) (4)
a1y = az1 = ]2 (8xnx + Exmy) (5)
J = (&any + &) = (xevy + xv6) " (6)

A Fig. 3 representa a malha em coordenadas cartesianas com o volume de
controle definido para a aplicagdao do MVF. Sendo os pontos P, W, E, N, S, o ponto
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de estudo, leste, oeste, norte e sul. Por outro lado, os pontos w, €, n, s sdo os pon-
tos de fronteira do volume de controle adotado.

Figura 3 — Malha com os pontos de fronteira e volume de controle do MVF.

2
E(m)

Fonte: Autoria prépria (2019)
Aplicam-se o MVF na equacao Eq. 2:
T+AT e n d (pC T+AT nf[ao oT oT
[ g 105 (B ) dndgdr = 7[5 07 5 (o G+ ann 5) +

aT

o (@2 5+ a2 5 )| I dndga (7)

Ao resolver a Eq. 7 e adotar a sua forma implicita para o tratamento do termo
temporal, obtém-se:

APTP = AeTE +AWTW + AnTN + ASTS + AneTNE + AanNW +

ASWTSW + AseTSE +B (8)
em que cada subindice indica em qual ponto cada termo estd sendo calculado,
Ay AEA A
A, = fﬂ +—= (a’nlek + aj1Jwkw) + 3 (azzfnk + azy/sks) (9)
An 1
A = Ealljeke + " 21 Unkn — Jsks) (10)
A 1
Ay = ﬁalljwkw + " 21 Usks — Jnkn) (11)
A 1
Ap = éazzjnkn + z a12(Jeke — Jwkw) (12)
AE 1
As = _azzjsks +- alz(]wkw —Jeke) (13)
Ane (a21]nk + aiz/cke) (14)
Anw Z (a21]nkn + C(12]Wkw) (15)
1
Age = _Z (az1)sks + aqz)eke) (16)
Asw == (a21]sks + ay;)sks) (17)
_ Agd’% AéAn
B = T v (18)

As varidveis que possuem o indice 0 sdo pertencentes ao tempo anterior a ite-
racdo. Por outro lado, as que ndo possuem indice sao do tempo atual da simulagado.
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O sistema linear formado pela equacao (8) foi resolvido por meio do método de
Gauss Seidel, implementado pelos autores do presente trabalho.

RESULTADOS E DISCUSSOES
Os resultados apresentados no presente trabalho foram obtidos nas condi-

¢Oes sumarizadas na tabela 1, em que sdo fornecidos os valores das propriedades
termofisicas, parametros da solugdo numérica e condi¢des de contorno.

Tabela 1 — Valores das variaveis utilizadas no algoritmo

Parametro Valor

K (W/m°C) 5.000
Cp (J/kg°C) 20.000
p (kg/m3) 7.000
At (s) 10
t(s) 25.000
Critério de parada 0,00001
Temperatura inicial (°C) 25
Temperatura da aresta sul (°C) 300
Temperatura da aresta oeste (°C) 500
Temperatura da aresta leste (°C) 400
Temperatura da aresta norte (°C) 200

Fonte: Autoria propria (2019)

As Figs. 4 a 6 representam geometrias as quais foram descrevidas como um
sistema de equacdes dependente de € e n.

Figura 4 (a) — Malha ndo ortogonal sim-  Figura 4 (b) — Distribuicdo de Tempera-
ples tura

y {m)
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Fonte: Autoria prépria (2019)

Figura 5 (a) — Malha ndo ortogonal com Figura 5 (b) — Distribuicdo de Tempera-
funcdo trigonométrica tura

y(m)
Temperatura (*C)
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Fonte: Autoria prépria (2019)

Figura 6 (a) — Malha ndo ortogonal cri- Figura 6 (b) — Distribuicdo de Tempe-
ada pelo Webplotdigitizer ratura

y(m)

™
g
Temperatura (°C)

x(m)

Fonte: Autoria propria (2019)

A distribuicdo de temperatura apresentada nos casos testados indica que a
implementacdo numérica realizada esta correta qualitativamente, subsequente-
mente, em etapa futura serd realizado o processo de verificacdo do cddigo imple-
mentado.

CONCLUSAO

No presente trabalho foi obtida a solucdo numérica para a equacgdo da difusao
do calor em coordenadas generalizadas por meio do método dos volumes finitos
utilizando-se uma formulacdo implicita. Os resultados preliminares, indicaram que
a implementacdo numérica foi realizada corretamente, provendo subsidio para a
etapa subsequente, que consistira, basicamente, na verificacdo do cddigo.
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