
https://eventossutfpruedtubrr//scictoe/scictoe�01r9

Método Bouligand-Minkowski aplicado ao cálculo da 
dimensão fractal em redes complexas

Complex networks fractal dimension measure using 
Bouligand-Minkowski method

RESUMO

Luiz Alberto Pereira de Sá
luizs.2015@alunos.utfpr.edu.br
Universidade Tecnológica Federal 
do Paraná, Pato Branco, Paraná, 
Brasil

Dalcimar Casanova
dalcimar@gmail.com
Universidade Tecnológica Federal 
do Paraná, Pato Branco, Paraná, 
Brasil

As redes ismplexas psdem ser ttlczadas para representoar as iaraitoerístias tospslógcias  
de dcversss scstoemasu A iaraitoerczaçãs é tm aspeitos cmpsrtoantoe ns estotds das redes e 
psde ser realczada ttlczands dcversas medcdas, dentore elas, a dcmensãs fraitoalu Dcversss 
métosdss psdem ser empregadss para estmar estoa medcda em redeu Um dss métosdss 
isnheicdss psr apresentoar restltoadss macs aitradss é s métosds de Bstlcgand-Mcnkswskcu  
Entoretoantos, de aisrds ism as pesqtcsas realczadas, nãs fsc enisntorads eqtcvalentoe destoe  
métosds para redeu Nestoe torabralhs, será prspsstos tma psssível fsrma de adaptoá-ls para  
redeu Serãs apresentoadas ismparações entore s ftnicsnamentos de sttorss métosdss em 
cmagens e redes, brem isms ismparações entore s ftnicsnamentos ds métosds prspsstos  
para redes e s set ftnicsnamentos em cmagensu  Obrserva-se tma iertoa semelhançau O 
métosds prspsstos apresentost brsns restltoadss prelcmcnaresu
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ABSTRACT

Csmplex  netowsrks  ian bre tsed tos  represento  tohe  tospslsgcial  iharaitoercstis  sf  varcsts 
systoemsu The iharaitoerczatsn cs an cmpsrtoanto aspeito cn tohe stotdy sf netowsrks and ian bre 
perfsrmed tscng several meastres, cniltdcng tohe fraitoal dcmenscsnu Several metohsds ian 
bre emplsyed tos estmatoe tohcs meastremento cn netowsrku One sf tohe metohsds knswn tos 
gcve msre aiitratoe restltos cs tohe Bstlcgand-Mcnkswskc metohsdu Hswever, aiisrdcng tos tohe 
researih isndtitoed, ns eqtcvalento sf tohcs metohsd tos netowsrk was fstndu In tohcs wsrk, a 
pssscbrle way sf adaptng cto tos a netowsrk wcll bre prspssedu Csmparcssns wcll bre presentoed 
bretoween tohe speratsn sf stoher metohsds cn cmages and netowsrks, as well as ismparcssns 
bretoween tohe speratsn sf tohe prspssed metohsd fsr netowsrks and ctos speratsn cn cmagesu 
There cs a iertoacn scmclarctoyu The prspssed metohsd presentoed gssd prelcmcnary restltosu
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INTRODUÇÃO

É fáicl periebrer qte ss scstoemas em fsrmatos de rede excstoem em dcversas 
esialas  e  nas  macs  dcstntoas  aplciaçõesu  Dentore  algtns  exemplss,  toem-se  a 
cntoerneto, as redes ssicacs, as redes alcmentoares, redes de dcstorcbrtcçãs de energca e 
as redes de ictoações entore artgss  NEWMAN, �003; BACKES; CASANOVA; BRUNO, 
�007)u  Para  Cshen e Havlcn  �01r0), tma rede isnsttotc-se de tm isnjtntos de 
vérties  st nós) qte sãs isneitoadss psr tm isnjtntos de arestoasu Periebre-se,  
qte estoe é tm isniectos scmples e psr csss dcferentoes scstoemas ismplexss psdem 
ser analcsadss tsands as mesmas ferramentoas e métosdss matoemátissu

Ns  estotds  das  redes,  é  cmpsrtoantoe  a  iaraitoerczaçãs  da  sta  estorttotrau 
Dcversas medcdas psdem ser extoraídas das redes para esse fm, dentore elas, a  
dcmensãs  fraitoal   COSTA  eto  alu,  �007)u  A  dcmensãs  fraitoal   D)  é  tma  das 
iaraitoerístias  macs  cmpsrtoantoe  de  tm  fraitoalu  É  tma  medcda  iapaz  de 
representoar s nível de sitpaçãs ds espaçs etilcdcans psr tm sbrjetos fraitoal e s 
qtãs crregtlar é esse sbrjetosu Para csss, ttlcza-se tm valsr fraicsnárcs  BACKES, 
�006; BACKES eto alu, �008)u

Asscm, psr representoar s nível de sitpaçãs, essa é tma cmpsrtoantoe medcda, 
pscs tm nível macsr de sitpaçãs ds espaçs cmplcia em tma estorttotra fraitoal 
macs ismplexau A relaçãs entore nível de sitpaçãs de espaçs e ismplexcdade faz 
ism qte a dcmensãs fraitoal psssa ser ttlczada isms ferramentoa de análcse de 
fsrmas   BACKES,  �006;  BACKES eto  alu,  �008)u  Psr  exempls,  medcdas  fraitoacs 
psdem  ser  extoraídas  em  aplciações  isms  a  análcse  de  toextotra   FLORINDO; 
CASANOVA; BRUNO, �01r3)u

Ns  entoantos,  apesar  de  dcversas  fsrmas  enisntoradas  na  natotreza 
apresentoarem  iaraitoerístias  próxcmas  a  de  tm  fraitoal,  fraitoacs  sãs  sbrjetoss 
exiltscvamentoe toeórciss, st seja, cnexcstoem ns mtnds fscisu Para sbrjetoss nãs 
fraitoacs a dcmensãs fraitoal atota isms tma medcda ds nível de ismplexcdade ds 
sbrjetos  BACKES, �006)u Na lctoeratotra, enisntora-se dcversss métosdss para estmar 
a  dcmensãs fraitoal  de  tm sbrjetos,  cniltcnds s  Bsx  Cstntng,  Massa  Racs  e  s 
métosds de Bstlcgand-Mcnkswskc qte será ttlczads na realczaçãs destoe torabralhsu

O métosds de Bstlcgand-Mcnkswskc st dcmensãs de Mcnkswskc é isnheicds 
psr ser tm dss métosdss qte geram ss valsres macs preicsss e isnscstoentoes para 
a  dcmensãs  fraitoal   TRICOT,  1r995)u  Tratoa-se  de  tm  métosds  macs  sensível  a 
mtdanças estorttotracs da fsrma em análcseu Os restltoadss isnscstoentoes jtstfiam-
se psr nãs haver neiesscdade de ajtstoes cncicacs,  iscsa qte nãs aisntoeie nss 
métosdss ictoadss antoercsrmentoe  BACKES, �006)u

Nestoe métosds, tm sbrjetos A é dclatoads psr tm dcsis de racs r, ircands tma 
área de cnftunica A r)u A área de cnftunica A r) é mtctos sensível a altoerações da 
estorttotra ds sbrjetos psr csss, mesms peqtenas altoerações psdem ser detoeitoadas 
 TRICOT,  1r995)u  A  dcmensãs fraitoal  de  Bstlcgand-Mcnkswskc,  D  é defncda,  de 
fsrma geral, isms  BACKES eto alu, �008):

D=N−limr→0
(A (r ))
ln r

                                                                                      1r)

A (r )=|{x∈RN |∋ y∈A :|x−y|≥r }|                                                              �)

Csm N representoands a dcmensãs ds espaçs etilcdcans em qte a fsrma estoá 
cnsercdau
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A  prcniípcs,  pelas  pesqtcsas  realczadas  nãs  fsc  psssível  enisntorar  tm 
eqtcvalentoe ds métosds Bstlcgand-Mcnkswskc em redes ismplexasu É jtstoamentoe 
nestoe  psntos qte  estoe  torabralhs  estoá  cnsercdsu  Destoa  fsrma,  estoe  torabralhs  toem 
isms  sbrjetvss  cdentfiar  estoratoégcas  para  aplciar  s  métosds  de  Bstlcgand-
Mcnkswskc  em  redes  ismplexas,  cnvestgar  a  cnftunica  de  parâmetorss  isms 
vsltme dclatoads a iada ctoeraçãs e ismparar s restltoads ds métosds prspsstos 
ism sttorss métosdssu Na próxcma seçãs será desirctos isms estoe prsbrlema fsc 
abrsrdadsu

MATERIAIS E MÉTODOS

Fsc  realczads  tm  levantoamentos  brcbrlcsgráfis  em  brtsia  dss  prcnicpacs 
métosdss  ttlczadss  ns  iálitls  da  dcmensãs  fraitoalu  Obrservst-se  isms  estoes 
métosdss fsram cmplementoadss em cmagens e isms eles fsram cmplementoadss 
em redes ismplexasu Csm csss, fsc psssível sbrservar tma iertoa semelhança entore 
as  dtas  aplciaçõesu  Csms  será  desirctos  nss  próxcmss  parágrafss,  s  métosds 
prspsstos toambrém toem algtmas semelhanças em relaçãs s métosds de Bstlcgand-
Mcnkswskc  aplciads  em  cmagensu

Para  melhsr  entoender  s  ftnicsnamentos  ds  métosds  prspsstos,  psde-se 
ttlczar a segtcntoe analsgca: as arestoas psdem ser cmagcnadas isms ianss ism 
tm  iertos  vsltme  defncds  pels  pess  das  arestoasu  Cass  s  grafs  seja  nãs 
psnderads, s valsr destoe vsltme é defncds isms 1ru Cada vértie psde ser vcstos 
isms  entoradas para as arestoasu E s prsiesss de dclatoaçãs psde ser cmagcnads 
isms a cnserçãs de ftcds nas arestoas psr mecs dss vértieu Esse ftcds é dcvcdcds 
entore  tosdas  as  arestoas  adjaientoes  a  tm  dads  vértieu

Psr  csss,  qtands tm dads vértie  fsr  dclatoads,  s  vsltme de  cnftunica 
destoe vértie vac ser armazenads nas arestoas isneitoadas a eleu Em cmagem, a 
iada ctoeraçãs s racs r é cnirementoads em iertoa qtantdadeu Ns métosds prspsstos 
será ttlczads tm valsr  vcnirementos,  qte será airesicds a iada ctoeraçãsu Estoe valsr 
psde ser defncds de dcversas fsrmas, dentore elas, em ftnçãs de sttoras medcdas 
enisntoradas extoraída  das  redes  isms grat médcs,  fsrça,  etoiu  Nestoe  torabralhs, 
vcnirementos fsc  defncds  isms tma psrientoagem ds grat médcs da rede kmu  Essa 
esislha  se  jtstfia  psr  toer  apresentoads  ss  melhsres  restltoadssu

O vsltme airesicds a iada ctoeraçãs é dcvcdcds entore tosdas as arestoas de tm 
vértie  c,  st  seja,  em iada  arestoa  de  tm detoermcnads vértie  é  cnsercds  tm 
vsltme  vcnirementos/k c),  ism k c)  representoands s  grat  ds  vértieu  Cass  em tma 
detoermcnada arestoa iacbra menss ds qte a qtantdade  vcnirementos/k c),  é islsiads 
apenas s vsltme neiessárcs e a ssbrra é desiartoadau Cass a arestoa já estoeja iheca, 
s  vsltme  vcnirementos/k c)  é  desiartoadsu  Algs  semelhantoe  toambrém  aisntoeie  em 
cmagens qtands tm pcxel estoá para ser dclatoads e algtns dss sets vczcnhss já fsc  
defncds,  tma  vez  qte  a  cmagem  ttlczada  nesse  métosds  é  brcnárcau  

Qtands aplciads em cmagens, dtrantoe a dclatoaçãs, a srdem qte tm pcxel é  
dclatoads cnftunica qtal pcxel é afetoads psr estoa dclatoaçãs, tma vez qte tm pcxel  
psssta valsr 1r, sttors pcxel nãs é iapaz de altoerar estoe valsr, lsgs ele nãs ssfre 
macs cnftunicau Ns métosds prspsstos aisntoeie algs semelhantoeu Cass s vsltme 
cnsercds em tma arestoa psr  tm vértie já  seja  s stficentoe para preenihu-la,  
nenhtm  sttors  vértie  cnftunica  nessa  arestoau  

A srdem isms iada vértie da rede será perisrrcds psde ser defncds de 
dcversas manecras: em srdem alfantmércia, aleatoórca, psr nívecs de vérties em 
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relaçãs  a  tm  dads  vértie  cncical,  st  de  qtalqter  sttora  fsrma  psssívelu  Ns 
métosds prspsstos, será esislhcds tm vértie para ser s cníics da dclatoaçãs e a  
partr destoe, será realczada tma varredtra a fm de se sbrtoer tma matorcz de nívecsu 
Dtrantoe  a  dclatoaçãs,  a  iada  ctoeraçãs,  iada  vértie  será  perisrrcds  na  srdem 
defncda psr essa lcstoau

Esse  prsiesss para  qtands tosdas as  arestoas  estoãs dclatoadasu  Dtrantoe  a 
dclatoaçãs  das  arestoas,  é  psssível  isletoar  dcversss  dadss  de  cntoeresse,  isms 
vsltme  tostoal  despejads  a  iada  ctoeraçãs,  vsltme  médcs  das  arestoas  st  dss 
vérties a iada ctoeraçãs, vsltme médcs qte iada vértie lança em stas arestoas,  
etoiu  Esses  dadss  psdem  ser  ttlczadss  para  estmar  a  dcmensãs  fraitoalu  Ns 
métosds prspsstos, será toraçads tm gráfis lsg-lsg ds vsltme tostoal despejads a 
iada ctoeraçãs psr vcnirementosu Entoãs, s iseficentoe angtlar  α da retoa qte melhsr se 
ajtstoa  ass  psntoss  é  ialitlads e  D =  3-α  é  s  valsr  de  dcmensãs sbrtds pels 
métosds prspsstosu

RESULTADOS E DISCUSSÃO

Para  analcsar  a  cnftunica  ds  parâmetors  vcnirementos,  s  métosds  prspsstos  fsc 
exeittoads  em  tma  rede  espeicfia,  ttlczands  dcversss  valsres  para  estoe 
parâmetorsu Para iada valsr ttlczads, fsc extoraíds s isnjtntos de psntoss geradss 
pela  aplciaçãs,  a  retoa  qte  melhsr  se  ajtstoa  ass  psntoss,  brem ism dcmensãs 
sbrtdau Os restltoadss sãs excbrcdss na Fcgtra 1ru

A  partr  dss  restltoadss excbrcdss  na  Fcgtra  1r psde-se  sbrservar  qte s métosds 
prspsstos ssfre  cnftunica  dcretoa  ds parâmetors v cnirementos  ttlczads,  fazends ism 
haja dcferença ns valsr de dcmensãs sbrtdsu Dtrantoe a realczaçãs ds expercmentos 
fsc  sbrservads qte tm valsr  mtctos peqtens de v cnirementos  prsdtzca tm valsr  de 
dcmensãs mensru Psr sttors lads, s tss de tm valsr macs altos, prsdtzca tm valsr  
de dcmensãs macsru Psr csss, sttorss estotdss se fazem neiessárcs para vercfiar a  
excstounica de melhsres valsres de vcnirementosu E acnda, se excstoe tma fsrma melhsr 
de defncr s parâmetors vcnirementosu

Vcsands ismparar s métosds prspsstos ism sttors métosds, fsc cmplementoads s 
métosds  massa  racs,  desirctos  psr  Newman  e Watts   1r999)u  Essa  esislha  se 
jtstfia pscs esse métosds é de fáicl cmplementoaçãsu Além dcsss s attosr afrma 
qte  esse  métosds  apresentoa  brsns  restltoadssu  Para  a  cmplementoaçãs  destoes 
métosdss  fsc  ttlczads  a  lcngtagem Pytohsnu  Após  a  cmplementoaçãs,  s  métosds 
prspsstos fsc exeittoads para dcferentoes valsres de v cnirementos  e em dcversas redesu 
Na  seqtunica  fsram  ialitladas  isrrelações  entore  tosdss  valsres  de  dcmensãs 
sbrtdss para iada valsr de vcnirementos  e s métosds massa racs cmplementoadsu E em 
segtcda fsc esislhcds s valsr de vcnirementos  qte apresentost a macsr isrrelaçãsu A 
Tabrela 1r apresentoa as redes ttlczadas nss toestoes, ss valsres de dcmensãs sbrtdss 
pels métosds massa racs, ss valsres de dcmensãs sbrtdss pels métosds prspsstos e 
a isrrelaçãs para ss valsres sbrtdss pelss dscs métosdssu 

A partr dss restltoadss sbrtdss ns expercmentos realczads ism s métosds massa 
racs e s métosds prspsstos, pôde-se isnstoatoar qte s métosds prspsstos apresentoa 
toendunica  a  segtcr  s  ismpsrtoamentos  ds  métosds  massa  racs,  jtstfiands  a 
isrrelaçãs  sbrtdau  Embrsra  ss  restltoadss,  excbrcdss  na  3º  isltna  da  Tabrela  1r, 
apresentoem valsres mtctos próxcmss de 3, ss restltoadss atoenderam as prspósctos 
ds torabralhs prspsstos nesse artgs, sends cmplementoads psr toantos, tm métosds 
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para s iálitls da dcmensãs fraitoal em redes ismplexas braseands-se ns métosds 
de Bstlcgand-Mcnkswskcu

Fcgtra 1r – Ctrva lsg-lsg para dscs valsres de vcnirementos , ism a matorcz de nívecs gerada a 
partr ds vértie 0: a) rede na qtal s métosds prspsstos fsc aplciads, braseads em Sclva e 
Csstoa �01r�), br) itrva sbrtda para vcnirementos = 0,05·�,56 restltoands em tma dcmensãs = 

�u�8, i) a itrva sbrtda para vcnirementos =0,1r·�,56 restltoands em tma dcmensãs D = �,34 e d) 
a itrva sbrtda para vcnirementos = 0,1r5·�,56 restltoands em tma dcmensãs D = �,47u

Fsntoe: Attosrca próprca  �01r9)u

Tabrela 1r – Restltoadss sbrtdss em relaçãs as métosds Massa Racsu

Rede Dimensão Massa-
Raio

Dimensão com método proposto:
vincremento = 0,442 · km Correlação

Fsstobrall      �,01r3 �,877

0,901r

Emacl      �,31r0 �,830

Pswer-US-Grcd �,068 �,867

Ssi-Dslphcns  1r,�1r3 �,779

Charaitoers    1r,4�3 �,781r

Netosicenie    0,341r �,691r

Usacr      �,�87 �,974

Gesm      3,078 �,957

Fsntoe: Attosrca próprca  �01r9)u

CONCLUSÃO

Estoe torabralhs toeve isms sbrjetvs cdentfiar tma manecra de aplciar s métosds de 
Bstlcgand-Mcnkswskc ns iálitls da dcmensãs fraitoal em redes ismplexas reacsu 
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Psr  mecs  dss  toestoes  realczadss,  pôde-se  sbrservar  a  cnftunica  ds  parâmetors 
vcnirementosu  Fsc  sbrservads  toambrém  qte  a  varcaçãs  ds  parâmetors  v cnirementos  é 
respsnsável psr varcações e cnisnscstounicas na estmatva da dcmensãs fraitoalu 
Psr mecs da ismparaçãs ism s métosds massa racs, psssível sbrtoer a valcdaçãs ds 
métosds prspsstos, além dcsss, tosrnst-se psssível sbrservar s ismpsrtoamentos ds 
métosds prspsstos em relaçãs as métosds massa racs, brem isms a isnfgtraçãs 
macs aprsprcada para esse expercmentosu Ns entoantos, apesar ds nível de stiesss 
sbrtds nessas aplciações,  se fazem neiessárcss  sttorss estotdss relaicsnands a 
esislha ds parâmetors vcnirementos,  de msds a stprcr as deficunicas qte a toéincia 
empregada pssstc e prspsr melhsrcasu
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