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Estudo do Método Smoothed Particle HydroDynamics para
resolver as equagoes de Saint Venant

Study of the Smoothed Particle HydroDynamics method to
solve the equations of Saint Venant

RESUMO

Métodos numéricos sdo utilizados em grande parte para resolucdo de problemas e
fendmenos fisicos naturais complexos que ndo possuem solugao analitica. Sua abordagem
de aproximagdo possibilita a resolugdo de problemas técnicos e cientificos com grande
fidelidade de resultados. O método “Smoothed Particle Hydrodynamics” (SPH) ou
Hidrodinamica de Particulas Suavizadas é um método cuja origem deriva do estudo de
problemas astrofisicos com comportamento semelhante a de fluidos. Por isso, atualmente
é uma ferramenta poderosa capaz de solucionar grandes problemas relacionados a
dinamica de fluidos, utilizado pela academia e em func¢des comerciais. O método é
Lagrangeano e ndo depende de uma malha numérica, que é responsavel pela leitura de
informagdes a cada instante de tempo, mas sim de que pequenas particulas, discretizadas
no dominio possuam suas proprias informag¢Ges e as carreguem durante o tempo
necessario. A base do método sdo as equagdes de Navier-Stokes, sua validagdo ocorrera
por meio da férmula analitica do fluxo de Poiseuille e seu desenvolvimento objetiva a
resolucdo das equacgdes de Saint Venant.

PALAVRAS-CHAVE: SPH. Método Numérico. Navier-Stokes. Poiseuille.

ABSTRACT

Numerical methods are used largely to solve problems and complex natural physical
phenomena that do not have analytical solution. Its approach to approximation enables the
resolution of technical and scientific problems with high fidelity of results. Smoothed
Particle Hydrodynamics (SPH) is a method whose origin derives from the study of
astrophysical problems with fluid-like behavior. Therefore, it is currently a powerful tool
capable of solving major problems related to fluid dynamics, used by the academy and in
commercial functions. The method is Lagrangian, and not dependent on a numerical mesh
that is responsible for reading information every instant of time, but rather that small
particles, discretized in the domain possess their own Information and carry them for as
long as necessary. The basis of the method are the Navier-Stokes equations, its validation
will occur through the analytical formula of the Poiseuille flow and its development aims at
solving the equations of Saint Venant.

KEYWORDS: SPH. Numerical Method. Navier-Stokes. Poiseuille.
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INTRODUCAO

A simulagdo numérica trata de traduzir aspectos fisicos da realidade em
equacdes de descricdo matemadticas, que quando aplicadas a computagdo, sdo
capazes de, ao invés do modo tradicional experimentalista, recriar situacdes
virtuais e suas solugdes, considerando todos os problemas e varidveis envolvidas.
E uma alternativa a investiga¢do cientifica através do experimentalismo real com
menor custo e maior seguranca, sendo uma ponte entre teorias e fendmenos reais
(MONAGHAN, 1992).

Segundo Filho (2016), para que se execute de forma consistente e com o
menor uso de recursos possiveis é necessario um método numérico livre de redes
e ndo Euleriano. A simulacdo de fluidos em superficies livres, mdveis, com
geometria complexa e deformacdo de topografia com precisdo e qualidade se
torna um problema, demandando recursos e tempo, além de ser extremamente
dificil.

Com base em Liu e Liu (2003) o método Smoothed Particles Hydrodynamics
(SPH), ou Hidrodinamica de Particulas Suavizadas, teve sua origem em estudos
astrofisicos tridimensionais de fendmenos e corpos celestes e com
comportamento similar a de liquidos. O método é Lagrangiano e
matematicamente a ideia é ndao ser dependente de uma malha numérica
responsavel pela leitura das informacdes que ocorrem em cada instante de tempo
em uma simulacdo computacional ou célculo, mas sim que cada particula do fluido
carregue consigo informagdes como: a viscosidade artificial, o calor artificial, a
viscosidade fisica, o comprimento de suavizagao variavel, o problema de modo de
zero energia, a compressibilidade artificial, o tratamento de limites sdlidos, a
escolha do passo de tempo para melhorar a estabilidade no processo
computacional e a precisdo dos resultados. Este método resolve e facilita varios
problemas numéricos, além da alta capacidade em simular deformacgdes.

O método é utilizado em diversos problemas (SHADLOO et al., 2016). Entre
alguns exemplos mais comuns académicos, estdo listados problemas de hidraulica
e fendbmenos de transportes como dissipagdo de calor em uma placa quadrada,
tanque hidrostatico, quebra de barragem, mecanica quantica, colisdes de estrelas,
formacdo e colapso de galaxias, vazamentos de fluidos e etc. Problemas ja
estudados por outros métodos numéricos. Ha também simulag¢des de
bioengenharia como células sanguineas, fluxo de sangue, microfluidos, vdlvulas do
coragdo, aplicagdo de vacinas sem agulha, simulagdo de cirurgias entre outros
campos.

O método SPH ja tem décadas de existéncia (JIAN et al., 2016), porém sua
aplicacdo em escala é recente devido ao aumento de capacidade computacional
disponivel aos pesquisadores e para aplicagdo industrial. Neste caso o mesmo é
desenvolvido para que se possam solucionar as equacgdes de Saint-Venant como
objetivo final.

MATERIAL E METODOS

O método SPH de forma resumida, consiste em transformar fluidos em
pequenas particulas que carregam em si informacgGes pertinentes ao problema
estudado, como temperatura, velocidade, pressdao, densidade entre outros
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aspectos. A ponderacdo dos valores dessas caracterizas com base em suas
particulas vizinhas, a cada instante de tempo, é o que determina a continuidade
do método. A solucdo das equacbes analiticas de Poiseuille, no problema de placas
paralelas infinitas é utilizada como meio de validar os resultados apresentados
pelo método numérico.

METODO SMOOTHED PARTICLE HYDRODYNAMICS

Em termos matemdticos o mesmo comega com uma equacao identidade, Eq.
(1) do modelo:

0= [, f)8(x-x)dx (1)

No qual (f) é a funcdo do vetor posicdo tridimensional x, e &(x- x') é funcdo
Delta de Dirac, dada por:

s00=y o @

Na Eqg. (2) (Q) é o volume da integral contendo (x). Ela implica que uma funcao
pode ser representada pela forma integral. Substituindo a funcdo Delta de Dirac
na Eq. (1) por uma fungdo de suavizacdo W tem-se:

f0)= [, FOOW(x-x, h)dx (3)

qgue é a equacao fundamental do método. A partir desta equacdo formada, o
método pode ser modelado conforme a necessidade do usuario.

A forma discreta ou final, que ocorre apds a transformacdo das EDPs em EDOs,
também chamada de aproximacao por particulas é dada por Eq. (4):

f(x)= ':—jjf(xj)wij (4)

FUNGAO NUCLEO OU DE SUAVIZAGAO

Conforme explicitado na Eq. (3), a fungdo de suavizagdo é de extrema
importancia, por é ela no qual ird determinar a quantidade de particulas a serem
utilizadas no processo.

Os autores Liu e Liu (2003) explicitam que ela Eq. (3) deve obedecer a trés
condigdes. A primeira relacionada ao nucleo de suavizagdo no qual deve ser igual
ao valor um, ou a chamada “condi¢do de unidade” Eq. (5).
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fQ W(x-x, h)dx'= 1. (5)

A segunda condicdo é a “propriedade da funcdo Delta” no qual Eq. (6),
conforme o comprimento de suaviza¢do (h) do nucleo tende a zero ela se iguala a
fungdo Delta de Dirac (Eq.2). A fun¢do Delta de Dirac é originalmente substituida
pelo nucleo em si, na funcdo identidade (Eq.1) que da origem a funcdo
fundamental (Eq.3).

Lig?) W(x-x, h)dx =5(x-x") . (6)

A terceira condicdo é “condicdo compacta” (Eq.7). Onde (k) é uma constante
relacionada a funcdo de suavizacdo e que define sua area efetiva. A area efetiva é
chamada de suporte de dominio.

W(x-x, h)dx'=0, quando |x-x'|. (7)

Ha inumeras func¢des nucleo disponiveis na literatura, entre elas, podemos
citar como exemplo a Spline Quintica Eq. (8):

q 4

W(r,h)=ay (1-5) (2q+1) 0<q <2 (8)
3 7 21

Ondea, = il 1D, oz €m 2De Toqs Para 3D.

EQUACOES MATEMATICAS BASICAS SPH

Se tratando de fluidos, as equag¢des que regem seu comportamento sdo
descritas pelas EDPs de Navier-Stokes, usando o método SPH, tais equacgdes
possuem suas variaveis dependentes substituidas, convertendo assim as equagdes
para EDOs. No método SPH tais equag¢Ges podem ser descritas na forma (LIU; LIU,
2003):

Equacgdo da continuidade:

Doy _

— VN B OWij
Dt j=1M Vij oxP (9)
A

Conservagdo de massa:
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Dvi“ N U'ia +0'j aWij
=ki=1m 7 + 10
Dt Z]-1 ](Piz P2 ) axiﬁ ( )
Equacdo da energia:
De; _iywn o (Pi*tPi B OWy 4 _aB_aB
pe 22u=tY (Pi2+l’j2 i axP * 2p; 0 (11)

FLUXO DE POISEUILLE
Conforme Sigalotti et al. (2003), o fluxo descrito por Poiseuille ocorre entre
duas placas planas paralelas, em duas dimens&es, no qual um fluido viscoso se

desloca e tem sua variacdo de fluxo volumétrico alterada por uma variagdo de
pressdao entre uma distancia determinada, Eq. (12) e Eq. (13).

v, (y) = %(Yz—dz) = v, (1—:—2); onde: (12)

Wt %) w3

EQUAGOES DE SAINT-VENANT

As equacgdes de Saint-Venant originais sdo estudos de fluxos ndo permanentes
em canais no qual Eqg. (14) e Eq. (15) (VENANT, 1871):

W, A -0 (14)
ot ds
9e_10U UV  xF (15)

6s_gdt g 0s w pg

Sendo w = drea transversal, U = velocidade média, € = posi¢ao da superficie da
. . P ~ . Xx F .. . /
agua acima do nivel de referéncia, Yl coeficiente de atrito, y = perimetro

molhado, p é a densidade da agua, g = aceleragdo gravitacional, pg = peso
especifico, pgF = atrito de fronteira por unidade de area, s = comprimento ao
longo do canal retangular prismatico e t = tempo.

SOLUCAO DO METODO

Autores como Souto et al. (2017) propdem solucGes com cddigos de grande
velocidade e computagdo avancada na linguagem CUDA, assim como os autores
Liu e Liu (2003) apresentam APls, desenvolvidas na linguagem FORTRAN para
solugao.
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Com as equacbes de Poiseuille elaboradas e a discretizacdo completa do
método SPH, busca-se agora a programacao das fun¢des do método, das fungbes
analiticas, como meio de validacdo do sistema, e seu uso para resolucdo das
equacdes de Saint-Venant.
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