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Crivo para numeros primos e teste de primalidade
baseados em uma matriz de oito colunas

Sieve for prime numbers and primality test based on a
eight column matrix

RESUMO

A definicdo de um numero primo é muito simples: um numero é dito primo se for um
inteiro maior do que 1 e se possuir como divisores somente o numero 1 e ele mesmo.
Apesar de ser simples definir, determinar a primalidade de um nimero grande, ou entdo
gerar uma lista com os numeros primos dado um alto limite superior, pode se mostrar,
mesmo computacionalmente, de dificil execucdo. Esse trabalho apresentara um crivo para
numeros primos e um teste de primalidade, ambos desenvolvidos com base em uma matriz
de oito colunas. O algoritmo desenvolvido para a geracdo de numeros primos possui
vantagens quando comparado ao crivo de Eratdstenes, enquanto o algoritmo desenvolvido
para o teste de primalidade possui vantagens quando comparado a um dos dois métodos
levados em consideracao.

PALAVRAS-CHAVE: Nimeros primos. Algoritmos. Teoria dos nimeros.

ABSTRACT

The definition of a prime number is very simple: a number is prime if it is an integer greater
than 1 and if it has only 1 and itself as a divisor. Although it is simple to define, determining
the primality of a large number, or generating a list of prime numbers given a high upper
limit, even computationally, can be difficult to do. This paper will present a sieve for prime
numbers and a primality test, both developed based on an eight column matrix. The
algorithm developed for prime number generation has advantages when compared to the
Eratosthenes sieve, and the algorithm developed for primality test has advantages when
compared to one of the two methods taken into consideration.

KEYWORDS: Prime numbers. Algorithm. Number theory.

INTRODUCAO

N3do se sabe com exatidao quando a humanidade teve seu primeiro contato
com os misteriosos niumeros primos. Entretanto, sabe-se que ha mais de 2000
anos os matemadticos buscam compreender a vastiddo desses. A dificuldade em
determinar fatores primos de um numero grande é tamanha, que alguns
algoritmos de criptografia baseados em chave publica usam, por exemplo, o
produto entre numeros primos para criptografar, fazendo com que somente os
que tiverem os fatores primos do numero resultante consigam ter acesso a
mensagem (descriptografar). Existem teorias de que até mesmo algumas
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espécies de cigarras utilizam-se do fato de que os numeros primos ndo possuem
divisores além de 1 e o préprio nimero, a fim de evitar o encontro com parasitas,
e assim, aumentar sua capacidade de reprodugao.

Diversos sdao os algoritmos que permitem gerar uma lista com todos os
numeros primos até um dado valor, também diversos sdo os que permitem testar
a primalidade de um numero natural qualquer. Esse trabalho apresentard um
teste de primalidade deterministico e um crivo para nimeros primos, ambos
desenvolvidos com base em uma matriz de oito colunas.

MATERIAL E METODOS

Os algoritmos para o teste de primalidade e para a geracdo de numeros
primos foram implementados utilizando a linguagem de programacdo C++, sem o
uso de multi threads. Para a afericdo dos tempos de execugdo dos programas
desenvolvidos, foi utilizado a biblioteca ctime, nativa da linguagem. Para melhor
entendimento, foi também desenvolvido, utilizando ferramentas de
desenvolvimento web, uma pagina que recebe o tempo entre eliminagdo de
compostos e o numero de linhas da matriz, gerando com isso uma animacado da
matriz de numeros primos desenvolvida.

O algoritmo do teste de primalidade por meio da matriz de oito colunas, teve
o seu tempo aferido, e foi comparado com dois algoritmos convencionais,
também implementados em C++. O algoritmo para a gera¢do de numeros primos
por meio da matriz de oito colunas teve o seu tempo aferido, e foi comparado
com o algoritmo do crivo de Eratéstenes.

Todos os testes de desempenho (tempo) foram feitos em mesmas condi¢es,
ou seja, com o sistema em estado de inicializacdo e com mesmas configuracdes,
tanto de software, tanto de hardware.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Excluindo os multiplos de 2, 3 e 5, é possivel montar uma matriz 4,5, cuja lei
de formacao é:

amn = 30X m+a, (2)

Onde 1<n€L<8 e ay=T7,ap=11,a,=13,ay,=17,ay=19,
age = 23,097 =29 ,ap3 = 31.

Todos os numeros ndo primos da matriz A podem ser obtidos por meio de
multiplicacGes de elementos da mesma e, portanto, a partir da matriz A, pode-se
encontrar todos os numeros primos com excec¢do de 2,3 e 5. Para se obter todos
0s numeros primos maiores do que 5 até um dado valor inteiro NV, basta gerar a
matriz A até a linha que contém o primeiro elemento com valor igual ou maior do
que N, e eliminar, i.e, marcar como composto, os resultados dos produtos entre
elementos da matriz k, e k,, de forma que (k; xk,) <N.
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A Figura 1 possui uma imagem com a representacdo da matriz A (FIGUEIRA,
2019).

Figura 1 — Matriz A.

B9 Primo
-'N_ﬁo primo

Fonte: Autor.

E possivel, a partir da matriz A, elaborar um teste de primalidade
deterministico para um natural N qualquer. Tal teste constitui-se de
congruéncias modulares do tipo:

L;=B0%x2+(ca+c,)*x +,) mod (30 * x +¢,) (2)
L;=(B0% x>+ (cqtcpy)*x +Cy) mod (30 * x+c;) (3)
Sendo L; dado por:

L= (4)

E {, dado por:

aX —L
Co = * (5)

De forma que L, pode assumir qualquer valor da linha zero da matriz, e, se
L; ndo for inteiro, N ndo estd na matriz, e portanto, é composto, a menos que
seja2,3o0ub.

As variaveis ¢, e ¢, representam os elementos da linha 0 e das colunas a e
b, respectivamente. Sabe-se que o produto entre elementos das colunas a e b,
independente da linha em que esses estejam, sempre ira resultar em nimeros
que estdo numa mesma coluna da matriz, e portanto, é possivel determinar
previamente as colunas em que os produtos entre pares de colunas irdo se situar.
Assim, as colunas, e os pares de colunas que quando multiplicados levam a elas,
respectivamente, sao:

a) 1°coluna: (1,8);(2,4);(3,5);(6,7);
b) 2°coluna: (1,6);(2,8);(3,4);(5,7);
c) 3°coluna:(1,5);(2,6);(3,8);(4,7);
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d) 4°coluna: (1,2);(3,7);(4,8);(5,6);
e) 5°coluna: (1,1);(2,7);(3,3);(4,4);(5,8);(6,6);
f) 6°coluna: (1,7);(2,3);(4,5);(6,8);
g) 7°coluna: (1,4);(2,5);(3,6);(7,8);
h) 8°coluna:(1,3);(2,2);(4,6);(5,5);(7,7);(8,8);

Os testes de congruéncia devem ocorrer enquanto
L;>(30%x*+(c,+c,) *x+(,), com x € . Se para algum x, a Eq. (2) ou a Eq.
(3) for verdadeira, N é composto, caso contrario, é primo.

Os algoritmos levados em consideragdo, para a compara¢ao do desempenho
do teste de primalidade desenvolvido, sdo os seguintes:

a) pl:algoritmo baseado na matriz de oito colunas;

b) p2: algoritmo que verifica se um numero natural N qualquer é divisivel
por algum numero entre 2 e VN (utilizando iteracdo igual a uma
unidade), se for, N é composto, caso contrario, é primo;

c) p3: algoritmo que usa do fato de que todo nimero primo pode ser
escrito da forma 6 * k+ 1 (com excecdo de 2 e 3) com k € " . Verifica
se um numero natural N qualquer é divisivel por 2 ou 3, e entdo, verifica
se é divisivel por algum ndmero menor que VN, da forma 6% k+1, se
for, N é composto, caso contrario, é primo.

Na Figura 2, hd um grafico com a comparacgdo entre os trés algoritmos (p1,
p2 e p3) para o teste de primalidade.

Figura 2 — Grafico contendo os tempos de execugdo dos trés algoritmos para
o teste de primalidade
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J4 para a geracdo de numeros primos até um limite superior N, foram
utilizados os seguintes algoritmos:

a) cl: algoritmo baseado na matriz de 8 colunas;
b) c2: crivo de Eratdstenes, nesse se elimina, i.e, marca-se como composto,
os multiplos até N, de todos os primos até VN (WEISSTEN, 2019).

Na Figura 3, ha um grafico com a comparacdo entre os dois algoritmos (c1 e
c2) para geragdo de numeros primos.

Figura 3 — Grafico contendo os tempos de execuc¢do dos dois algoritmos para
a geracao de nimeros primos
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Fonte: Autor.

CONCLUSAO

Observa-se na Figura 2, que o algoritmo desenvolvido no decorrer da
pesquisa (pl) possui desempenho similar ao algoritmo p3 para os niUmeros que
ndo estdo nas colunas 5 e 8, sendo o desempenho consideravelmente pior para
0s numeros que estdo nessas colunas. Em relacdo ao algoritmo p2, o algoritmo
pl se mostra em grande vantagem, em todos os casos avaliados.

Observa-se na Figura 3, que o algoritmo desenvolvido no decorrer da
pesquisa (cl) possui desempenho consideravelmente superior, quando
comparado ao crivo de Eratdstenes (c2).
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