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Uma estratégia h-adaptativa aplicada ao método dos
elementos finitos em estruturas submetidas a multiplos
casos de carregamento

h-adaptative strategy proposal for finite element method
in structures imposed to multiple load cases

RESUMO

Este trabalho tem por objetivo propor uma estratégia h-adaptativa em estruturas
submetidas a multiplos casos de carregamentos visando avaliar e controlar os erros de
discretizagdo intrinsecos da aplicacdo do MEF. Tal estratégia consiste em um processo
iterativo onde, inicialmente, ocorre para cada um dos casos de carregamento a estimativa
dos erros e a definicdo do tamanho elementar. Na sequéncia, uma nova malha é gerada a
partir do gerador de malhas BAMG. Este processo é repetido até que o erro relativo global
em energia esteja abaixo de um erro previamente estipulado. Para a avaliagdo dos erros de
discretizagdo é utilizado um estimador de erro a posteriori baseado em recuperagdo de
tensdes. A definigdo da nova malha de elementos finitos é conduzida por duas técnicas h-
adaptativas, bem postas na literatura e aqui denominadas Ch”P e LB. Os resultados obtidos
mostram que a estratégia h-adaptativa proposta resulta em uma malha onde, para todos
os carregamentos, o erro relativo global encontra-se abaixo do erro admissivel. Quanto a
comparacdo das técnicas h-adaptativas, a técnica LB apresenta uma menor variagdo no
numero de elementos entre as iteragdes, conduzindo a um processo mais estavel e com
malhas que possuem melhores parametros de qualidade locais e globais.
PALAVRAS-CHAVE: Método dos Elementos Finitos. h-adaptatividade. Estimadores de erro
a posteriori. Multiplos Carregamentos.

ABSTRACT

This work aims to propose an h-adaptive strategy in structures subjected to multiple load
cases in order to evaluate and control the intrinsic discretization errors of the application of
the FEM. Such a strategy consists of an iterative process where, initially, the estimation of
errors and the definition of the elementary size occur for each loading case. Afterwards, a
new mesh is generated from the BAMG mesh generator. This process is repeated until the
relative global error in energy is below an error previously stipulated. For the evaluation of
discretization errors, a posteriori error estimator based on stress recovery is used. The
definition of the new finite element mesh is driven by two h-adaptive techniques, well
placed in the literature and here called ChAP and LB. The results obtained show that the
proposed h-adaptive strategy results in a mesh where, for all loads, the global relative error
is below the allowable error. As for the comparison of the h-adaptive techniques, the LB
technique presents a smaller variation in the number of elements between the iterations,
leading to a more stable process and with meshes that have better local and global quality
parameters.

KEYWORDS: Finite Element Method. h-adaptivity. A posteriori error estimators. Multiple
Loads.
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INTRODUCAO

A qualidade de uma solugdo encontrada através do Método dos Elementos
Finitos (MEF) esta diretamente ligada a capacidade com a qual é possivel mitigar e
controlar os erros oriundos de sua aplicacdo. No ambito dos erros de aproximacao,
mais especificamente os estimadores de erros a posteriori, pode-se diferencia-los
entre os que sdo baseados em residuo e os que sdo baseados em recuperacgao
(ZIENKIEWICZ et al., 1999). Dentre os métodos de recuperac¢do dos gradientes, vale
destacar o método SPR (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1992a, 1992b), o qual é baseado no
processamento dos valores de tensdes aproximadas considerando um conjunto de
pontos superconvergentes pertencentes a padrdes de elementos na vizinhanca de
um né. Zienkiewicz e Zhu (1987) foram uns dos pioneiros no estudo e
desenvolvimento de técnicas h-adaptativas. A estratégia de refino h isotropica
proposta pelos autores, permite obter diretamente o tamanho de cada elemento
a partir de um erro admissivel previamente fornecido. Lie Bettes (1995) baseando-
se na técnica proposta por Zienkiewicz e Zhu (1987), desenvolveram uma
metodologia capaz de dimensionar os novos tamanhos dos elementos a partir do
erro corrente na malha e do cédlculo do nimero de elementos necessarios para a
malha adaptada, de modo que os critérios de convergéncia fossem atendidos.

Neste contexto, o presente trabalho tem como objetivo propor uma estratégia
h-adaptativa em estruturas submetidas a multiplos carregamentos. A definicdo da
nova malha de elementos finitos é conduzida a partir de duas técnicas h-
adaptativas fundamentadas na equidistribuicdo do erro em energia: Ch? proposta
por Zienkiewicz e Zhu (1987), e LB proposta por Li e Bettes (1995). Ambas as
técnicas sdo comparadas através de parametros de qualidade de malha locais e
globais.

METODOLOGIA

Matematicamente, pode-se definir o erro de discretizacdo como a diferenca

entre a solugdo exata (u ) e a solugdo aproximada obtida através do MEF (u"").
Em termos de um campo vetorial, Zienkiewicz e Zhu (1987) definem a funcdo erro

como sendo e, =u— u _ Por se tratar de um problema de elasticidade linear, o

presente trabalho utiliza a norma do erro em energia ( ||e||) dada por (ZIENKIEWICZ;
ZHU, 1987)
MEF\ -1 MEF %
||e||= Iﬂ(o-—a ) D <0'—0' )dQ , (1)
onde Q ¢é o dominio do problema, o é o campo de tensdes analitico atrelado a

diferenciacdo da solugdo exata u, oV éo campo de tensdes aproximado, obtido
via MEF e D é o tensor constitutivo do material. A representa¢do do erro absoluto
em energia através de uma medida relativa é conhecida como erro relativo
percentual em energia 1 , e pode ser escrito da forma (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987)

: S|
n=Lhioo, com p-($: ] @
7 =

Pégina | 2



Qo Q . . l
X Seminario de Extenséo e Inovagéo
2020 v I'PR

XXV Seminario de Iniciagdo Cientifica e Tecnolégica

SICITE 23227 deNovembro| Toledo- PR =~ —om—ome—on

UTFPR - CAMPUS TOLEDO CAMPUS TOLEDO

sendo Nel o numero total de elementos presentes na malha analisada,

ul| a

energia total acumulada no sistema,

e|| anormado erro global e ||e||e/ anorma

do erro em energia associada a cada elemento el da malha. Em muitos casos a
solucdo analitica o (Eq. ((1)) ndo é conhecida, portanto pode-se utilizar uma
solucdo recuperada ou suavizada oriunda do pds-processamento da solugdo
obtida via MEF.

A formulacdo proposta por Zienkiewicz e Zhu (1987) considera um pds-
processamento das tensdes obtidas por elementos finitos fornecendo uma solugédo
recuperada com uma maior taxa de convergéncia. Deste modo, a norma do erro
em energia pode ser obtida simplesmente pela substituicdo da solucdo analitica

o, pela solucdo recuperada, o, na Eq. (1), ou seja
)
B s MEF\ -1 % _MEF )
—|:J.Q(O' -o ) D (0' -o )dQ} . 3)

Sdo brevemente descritas duas técnicas h-adaptativas presentes na literatura,

aqui denominadas Ch” (ZIENKIEWICZ; ZHU, 1987) e LB (LI; BETTES, 1995). Ambas
as técnicas buscam uma malha com o erro distribuido igualmente entre todos os
elementos do dominio. E ainda considera-se uma malha convergente aquela em
que o erro relativo global (1 ) € menor ou igual ao erro percentual admissivel para

*

e

a solugdo (7). Segundo Li et al. (1995) a principal diferenga entre as duas técnicas

¢ o fato de que Ch* depende do nimero de elementos da malha corrente,
enquanto LB propde uma distribuicdo de erro baseado no nimero de elementos
da malha futura.

A técnica Ch” estima que o novo tamanho dos elementos, h,,, .,

desconsiderando a presenca de singularidades, é calculado por (ZIENKIEWICZ;

ZHU, 1987)
) yz wer 12 112 %
h =i com & :"e”e’ onde =7 M =7 —Hu ” e (4)
new 5%” ¢ g’ Nel Nel ’
ei

onde h,,, é otamanho do elemento corrente, p o grau polinomial da aproximacdo

de elementos finitos e ¢ é o erro limite admissivel por elemento. Ademais,

MEF
"

€ anorma em energia global da solu¢do aproximada via MEF e &,; € um parametro
de refino elementar que indica se o elemento ird sofrer um refinamento (&, > 1)
ou desrefinamento (&, < 1).

A técnica LB, por sua vez, determina que o tamanho dos novos elementos pode ser
escrito como

1

e (%) 2
hnew:ho/d["e”el Ne/neW] 2 , com "u"z(uu"/’#” +

onde d é a dimens3do fisica do problema (neste caso, d = 2) e Nel ,,, é nimero de

e , (5)

z)yz

elementos da nova malha, o qual pode ser calculado segundo (DIEZ; HUERTA,
1999)
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(p+d/2)/p

B _ Nel +d/
et =[S0 o

el=1

A fim de comparar e avaliar as técnicas h-adaptativas, o corrente trabalho
utiliza os parametros de qualidade de malha apresentados por Silva (2015)
fundamentados no trabalho de Ofiate e Bugeda (1993), sendo eles: maximo valor

do parametro de erro local elementar (émdx), média simples dos valores de erro
local elementar (&,¢q)e o desvio do parametro de erro local elementar (Dg).

Dessa forma, define-se D:, & sd © $nax » ESPECtivamente, como (SILVA, 2015)

1 Nel Nel

2 1
D - e - 1 , 7 = — e ., = de s ey )
¢ Nel ~ (E-’e/ ) &med Nel ; <t:’e/ E.>max (él E.;z iNe,) (7)

Em uma malha ideal espera-se que D;: =0, &, .y=&4 = 1.

O processo h-adaptativo para varios casos de carregamento por sua vez, parte
de um processo iterativo onde, inicialmente, é avaliado o deslocamento para cada
um dos casos de carregamento. Para cada caso, recupera-se a tensdo utilizando a
técnica SPR e ocorre a estimativa dos erros e a definicdo do tamanho de cada
elemento. Na sequéncia, é conduzido um processo de interseccao das malhas de
parametros resultantes e uma nova malha é formada através da utilizacdo do
gerador de malhas BAMG (Bidimensional Anisotropic Mesh Generator) (Hecht,
1998). Este processo é repetido até que o erro relativo global em energia para uma
dada malha considerando todos os carregamentos separadamente esteja abaixo
de um erro previamente estipulado.

Para a implementacdo da estratégia é utilizada uma viga engastada em sua
extremidade esquerda sujeita a trés carregamentos de valor 1kN cada, aplicados
em regides distintas, como ilustra a Figura 1(a). Os parametros do modelo sdo
dados por: L=2m, h=1m, A¢=0,20m e 30 mm de espessura. Ademais,

considera-se um modulo de elasticidade de 200GPa e um coeficiente de Poisson
de 0,3. Devido a similaridade dos resultados P1 e P2 optou-se por apresentar
somente os resultados para P1. Visando alcancar um erro relativo percentual
admissivel de 5% em toda a malha o processo proposto realiza trés iteracoes
adaptativas para cada metodologia.

Figura 1: (a) Viga engastada sobre efeito de multiplos carregamentos. (b) Dominio inicial
discretizado.

(a) PRI (b)

SMULNRASNANANY

L ) Npy = 16,01% Mp3=19,90% Nel =442
Fonte: O autor (2020)

RESULTADOS

A Figura 3 apresenta as malhas geradas pelo processo. Embora ambas as
projecdes alcancem o valor do erro relativo percentual admissivel de 5% fica
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evidente na Figura 2 a superioridade da metodologia proposta por Li e Bettes
(1995), uma vez que esta possui parametros de qualidade mais proximos do ideal,
guando comparado com a técnica proposta por Zienkiewicz e Zhu (1987) e ainda
utilizando um numero de elementos muito menor.

Outrossim, ao observar a Figura 3 nota-se um fendbmeno ja apresentado na

literatura nos trabalhos de Ofiate e Bugeda (1993). A técnica Ch” apresenta uma
caracteristica oscilatéria das malhas geradas, ou seja, refino-desrefino-refino. Isso
faz com que a nivel elementar a distribuicdo igualitaria dos erros seja dificultada.

Figura 2: Parametros de qualidade da malha: (a) NGL xD;s (b) NGL X &, 55 -(c) NGLX &, 4, -

~LB-PI ~LB-PI ~LB-PI
4 SChP -1 = ChP-p1 “ChP- Pl
—LB-P3
- CHP - P

o 2000 4000 6000 B0DO 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000 o W00 4000 6000 000 10000
ri NGL Vi

(a) (b) (c)
Fonte: O autor (2020).
Figura 3: Malha de elementos finitos. (a) Projecio Ch” . (b) Projecdo LB

T0,36% Nel=6677 Ty~ 4,85% Nye 6,32% Nef = 4100

Npy=3,98% Npy=3,28% Nel =9032 1, =4,61% 1,,=4,94% Nel = 4256

N1 =3,88% 1p3=3,62% Nel =8143 1, =4,60% 1,3=4,82% Nel = 4250

(a) (b)
Fonte: O autor (2020)

CONCLUSAO

O presente trabalho apresenta uma formulacdo de problemas de h-
adaptatividade para estruturas sujeitas a multiplos casos de carregamento e
realiza uma avaliagdo e controle dos erros de discretizagdo oriundos da aplica¢do
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do MEF; além de uma comparacdo entre duas técnicas h-adaptativas
fundamentadas na equidistribuicdo do erro em energia. Com isso, pode-se concluir
que:

» Ao aplicar-se a projecdo LB, a malha gerada apresentou uma
gualidade superior, com uma distribuicdo dos erros ao longo da malha
de forma mais uniforme apresentando um desvio menor e uma média

mais préxima da unidade, quando comparada com a proje¢do Ch” . E
ainda a projecdo elementar LB se mostrou mais estavel, e
consideravelmente mais eficiente quando verificado os pardmetros
de qualidade globais e elementares das malhas geradas;

> Além disso, deve-se observar uma vantagem da estratégia proposta
no que diz respeito a definicdo de uma malha Unica que garanta os
critérios de convergéncia para todas as cargas aplicadas. Assim, o
custo computacional é reduzido, pois a montagem da matriz de rigidez
é realizada apenas uma vez. Dessa forma, a metodologia proposta se
mostrou muito eficiente em controlar os erros de discretizagdo em
problemas de elasticidade envolvendo multiplos carregamentos.
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