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Sintese de controladores robustos chaveados, otimizados via
matrizes LQR

Synthesis of switched robust controllers, optimized via LQR
matrices

RESUMO

Sistemas chaveados oferecem um controle global maior, quando comparado com outros siste-
mas, devido ao fato que o controlador pode lidar com sistemas LPV (acronimo em inglés para
Linear Parameter Varying), sem a necessidade de se medir seu valor a cada instante de tempo.
Além de que os controladores robustos chaveados apresentam vantagens de desempenho e ob-
tencdo de factibilidade em relagdo a outros métodos. Neste trabalho, foi desenvolvida uma nova
técnica de controle que visa utilizar-se uma otimizagdo com o regulador linear quadratico, que se
faz por meio das matrizes Q e R. O problema é encontrar estas matrizes que otimizem o sistema,
por isso é utilizado um algoritmo genético com o objetivo de minimizar o critério ITAE (acrénimo
em inglés para Integral of Time-weight Absolute Error). Também foi demonstrado um exemplo
aplicado em um sistema de amortecimento ativo, tanto com parametros fixos, como com para-
metros variantes no tempo. No mais, a técnica apresenta um parametro para a obtencdo de fac-
tibilidade que rege o desenvolvimento do sistema, podendo gerar respostas com tempo de aco-
modacdo baixo, porém com o risco de comprometer do chaveamento.

PALAVRAS-CHAVE: Sistema chaveado. LQR. Algoritmo genético.
ABSTRACT

Switched systems offer a greater global control, when compared with other systems, due to the
fact that the controller can handle LPV systems, without the need to evaluate it every time in-
stant. In addition, switched robust controllers have performances advantages and the possibility
of feasibility when compared to other methods. In this work, a new control technique was devel-
oped that seeks to use an optimization with the linear quadratic regulator, which is done with
the use of Q and R matrices. The problem is to find these matrices that optimize the system, that
is why a genetic algorithm is used in order to minimize the ITAE criteria. An example applied in
an active suspension system was also added, with both fixed and time-varying parameters. Fur-
thermore, the technique presents a parameter to obtaining feasibility that governs the develop-
ment of the system, being capable of generating responses with a low accommodation time, but
with the risk of compromising the switching.

KEYWORDS: Switched system. LQR. Genetic algorithm.
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1. INTRODUCAO

Existem diversos problemas praticos em que o chaveamento entre diferentes
controladores se faz necessario devido a limitagdes fisicas ou complexas em dema-
sia, como dito em Skafidas et al. (1999). Sistemas chaveados oferecem um controle
global maior quando comparado com outros sistemas, devido ao fato que o con-
trolador pode lidar com sistemas LPV (acronimo em inglés para Linear Parameter
Varying), sem a necessidade de se medir seu valor a cada instante de tempo. Se-
gundo DEAECTO (2010), o projeto de controladores robustos chaveados apresenta
vantagens de desempenho e factibilidade em rela¢do a outros. Quando se trata da
realimentacdo de estados para sistemas continuos, que é utilizado neste trabalho,
Skafidas et al. (1999) propGe uma regra de chaveamento para selecionar o melhor
ganho, dentre um conjunto de ganhos, assegurando assim, a estabilidade assinto-
tica global do sistema em malha fechada.

Uma outra abordagem muito utilizada é o Regulador Linear Quadratico (do
inglés Linear Quadratic Regulator- LQR), que quando vinculado a um projeto oti-
mizado, visa aumentar o desempenho dos estados e das entradas de controle atra-
vés das matrizes Q e R. Neste trabalho, estas sdo geradas por um algoritmo gené-
tico (BETETO et al., 2016) que tem como objetivo minimizar o critério ITAE (acro-
nimo em inglés para Integral of Time-weight Absolute Error), este assunto é abor-
dado na sessdo de resultados e discussdes. O uso das matrizes de ponderacao ja
foi utilizado previamente em outros trabalhos como em CAUN et al. (2015), que
gerou um controlador LQR-LMI (do inglés, Linear Matrix Inequalities), para um he-
licoptero 3-DOF (acrénimo em inglés para Degrees of Freedom) de bancada. O in-
tuito deste trabalho é apresentar um controle chaveado otimizado, com matrizes
LQR para o ponderamento do mesmo.

2. DESENVOLVIMENTO TEORICO

Nesta secdo sera apresentada todo o fundamento tedrico por tras deste tra-
balho. Uma matriz aqui representada como X’ é igual a X7, ou seja, X' significa a
matriz transposta de X.

2.1.CONTROLADOR LQR VIA LMI'S

Para compreender o controlador demonstrado em termos de LMI é necessario
a exemplificacdo do complemento de Schur (Lema 1), apresentado por (BOYD et
al., 1994) abaixo.

Lema 1. (BOYD et al., 1994) Considere o sistema

[M1(x) M, (x)'
My(x)  M;(x)

sendo M, (x) = M;(x)T, M3(x) = M3(x)T e M,(x) dependem de modo afim
de x, é equivalente a (2) ou ainda a (3).

(1)

My (x) > 0, My (x) — My (x) (M3 (x)) ™ My(2)T > 0. (2)

My (x) > 0, Ms(x) — My(0) (M, (%)) My () > 0. (3)
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Demonstragdo. A demonstracdo pode ser encontrada em (BOYD et al., 1994).

O teorema a seguir, apresentado por (CAUN et al., 2015; GE CHIU e WANG,
2002), propde condi¢des LMI’s suficientes para a estabilizacdo do sistema

Teorema 1. (GE, CHIU e WANG. 2002) Dado Q € R™™, R € R™ ™ e x(0) €
R™™ o sistema x = Ax(t) + Bu(t), x, = x(0) é estavel e com desempenho otimi-
zado se existir uma matriz suficiente simétrica X > 0 € R™*™ e uma matriz Y €
R™*™ que satisfacam as LMls:

min |
X=X">0Y
s.a.
w X0
%4 X Y’
X —-Qt 0 [<oO. (5)
Y 0 —R71

Sendo V = AX + XA' + BY + Y'B’. O ganho de realimentagdo por derivada
dos estados é dado por

K=-Yxtx1=p (6)

Demonstragdo. A demonstracdo pode ser vista em (GE, CHIU e WANG, 2002).

2.2.CONTROLE ROBUSTO CHAVEADO COM LQR’S VIA LMI'S

O entendimento deste controlador baseia-se nos conceitos demonstrados an-
teriormente, e é uma contribuicdo inédita deste trabalho.

Teorema 2. Dada as matrizes de ponderagao Q; e R;, se existirem matrizes
simétricas positivas definidas por S; =S/ >0, S; € R™"™ e matrizes Y; €
R™ My € K, constantes y = 0, para obtenc¢&o de factibilidade e a > 0 para a res-
tricao da taxa de decaimento entdo a origem x = 0 do sistema realimentado com
os controladores chaveados serd um ponto de equilibrio globalmente assintotica-
mente estavel, estando o sistema sujeito a taxa de decaimento maior ou igual a a,
se minimizarmos um escalar i > 0 tais que as condigdes (7) e (8) sejam satisfeitas:

min u
S;=5/>0Y
sujeito a
[ u x(0)
>
,x(O) Si - 0, (7)
vS; -vS; - 0 0 0
: : 0 0 0
YS; 0 0 ySy O o <0
S; 0 0 0 —-Q7/* o0
Y; 0 0 0 0 —R;,!
i,j EK XK (8)

Onde Sym{x} = x + xT entdo a regra de chaveamento
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o(x(t)) =min (g(x(t)) = arg mine,x(t)'s;” x(t) (9)

e os controladores K; = YiSl-_1 para todo i € K fazem com que a origem x =
0 do sistema em malha fechada seja um ponto de equilibrio globalmente assinto-
ticamente estavel, e o sistema estara sujeito a uma taxa de decaimento maior ou
igual a a.

Demonstragdo. Assuma que existam as matrizes S; para todo i € K como so-
lugdo de (7) e (8), para algumy = 0 e a = 0. Aplicando o complemento de Schur
por duas vezes consecutivas em relacdo a ultima linha e ultima coluna de (8), ob-

tém-se:
Sym{A;S; + B;Y;} —vS; + 2aS; + Y/R;Y; + 5;Q;S;  vS; VS,
YSi —yS1 - 0 <0 (10
: SE) (10)
YSi 0 0 —ySy

Multiplicando os dois lados de (10) por diag(S~%,...,S™1,1), e aplicando no-
vamente o complemento de Schur com relacdo a segunda linha e segunda coluna,
tem-se

Sym{P;(4; + BiK;)} + Y(Z}=1 P, — P;) + 2aP; + K/R;K; + Q; < 0 (11)

Sendo P; = S;!, para i,j € K. Multiplicando por Aj = 0 e somando Vj =
1,2, ..., N encontra-se

Sym{P;(A; + BAK)} + y X321 4;(P; — P,) + 2aP; + K{R;K; + Q; < 0. (12)

Dado que (12) é garantida VA € A, utilizando-se as condi¢des de Lyapunov-
Metzler dependente de parametros, entdo

Sym{P;(Ay + ByK)} + X0, ;WP — 2aP; < —(K/RK; + Q;) (12)
Paratodoi € K,II(A) € M e A € A. Sendo assim, conclui-se que
v+ 2av(x) < 0. (13)

2.3.SISTEMA DE AMORTECIMENTO ATIVO

O sistema a ser utilizado como exemplo é um sistema de amortecimento de
uma roda de carro, com o esquematico da Figura 1

Figura 1:Sistema de amortecimento ativo

Acelepometro I: = ¥y I: ]

xalt)
M, — ri da massa do velenlo

= HII.-].II.'IJH_L-:.I ativa
rl i,

Acelerdmetro (= J"ll:f]]

M, — Massa do conjunto do poen

b

s

[
. WL
L | .

(pistal)

Fonte: Beteto et al. (2016).
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O sistema é um modelo de suspensao ativa, sendo a forca F, é a forga de con-

trole, que tenta estabilizar a vibragdo da suspensdo causada por instabilidades pre-
sentes na pista. Ele tem seu sistema em espacgos de estados como segue:

x(t) = Ms

x(t) =

0 1 0 -1 0
w, w0 s "

s s x(t) + s
_ bgtbys 1

Mys Mys

0 0 0 1
kS bS
Mys  Myg
x3(t) — x,(t)
x3(t)

X1 (t) — Zy (t)
x1(t)

_ fus
Mus

eu(t) = [F.] = —Kx(t).

Com os parametros de (14) presentes na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros da suspensdo ativa

o v

(14)

Parametros

Simbolo

Valor

Massa de i do corpo total do veiculo (kg)

Mg

2,45

Massa do conjunto do pneu (kg)

Mus

Constante de rigidez da mola (N/m)

%)

900

Constante de rigidez da mola (N/m)

= =

I
(%)

2500

Coeficiente de amortecimento (N - s/m)

©v

7,5

Coeficiente de amortecimento (N - s/m)

S|

Fonte: BETETO et al. (2016).

Segundo BETETO et al. (2016) este modelo fisico de suspensdo ativa contém 2

cargas extras com um peso de 0,4975 kg, portanto, o valor de M pode variar no
intervalo de 1,455 < M, < 2,45 (kg). A fim de comparar valores com o conceito
aqui apresentado, também foi adicionada uma falha no amortecedor b,,; com isto,
b, s também se torna uma incerteza variando entre 0 < b, < 5(N X s/m).

3. RESULTADOS E DISCUSSOES

Tomando como base o sistema em espacos de estados apresentado em (14),

juntamente com os seus valores na Tabela 1 e os valores de intervalo, levando em
considerac¢do os valores minimo e maximo de M, e b, foi gerado um politopo de
incerteza com 4 matrizes A e 2 matrizes B. Foram entdo criadas matrizes de pon-
deracdo Q e R via um algoritmo genético que serd explicado abaixo, em cima de
cada combinacdo do politopo. O algoritmo foi criado com o intuito de minimizar o
critério de desempenho ITAE que representa o erro absoluto entre a entrada e a
saida vezes o tempo:

ITAE = [“tle(t)|dt

(15)

Para ainicializacdo do algoritmo, valores aleatdrios da primeira geragdo foram

colocados nas matrizes de ponderacgao, e o Teorema 2 foi utilizado com o sistema
da suspensdo ativa. O valor do ITAE foi calculado a cada individuo, entdo os indivi-
duos com menores valores geraram as proximas geragdes, com novos valores para
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as matrizes e assim por diante, até o valor de ITAE ndo apresentar diferencas sig-
nificantes entre geracdes. Com isso, foram geradas as seguintes matrizes:

18124 0 0 0
0 389 0 0 -
Q= 0 0 14258 o |° R = 26605
0 0 0 17383
1061,7 0 0 0
0 02 0 0 -
Q = 0 0 27051 o |° B2 = 20753
0 0 0 25348
20984 0 0 0 (16)
0 807 0 0 -
Q= 0 0 24533 o |° Rs = 20263
0 0 0 17912
2469 0 0 0
0 2419 0 0 ~
Q = 0 0 15152 o | R« = 24121
0 0 0 26

Juntamente com as matrizes A, B, x, = [0,02 00,02 0]",a = 4,y = 20,8eo0
numero de controladores (indice N do Teorema 2) = 4. Com estes valores, aplica-
dos no Teorema 2, foram obtidos os seguintes valores de ganhos K

K, = [-4657 —292,1 3393,8 —34,6]

K, = [-570,2 -333,7 3976,3 —44,0] (17)
K; = [-580,4 -337,8 4033,8 —44,9]
K, = [-5064 -3083 3619,1 -38,2]

Dados estes ganhos, o sistema evolui como visto na Figura 2, levando em con-
sideracdo a abrangéncia de todos os pontos do politopo. Na Figura 3, é possivel ver
a comparagdo entre o sinal de controle u(t) e o ganho K escolhido pela lei de cha-
vemento ¢ ao decorrer do tempo.

Figura 2: Desenvolvimento dos estados pelo tempo.

0.4

0,2- 21 4

Amplitude

Tempo(s)
Fonte: Autoria prépria (2020).
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Figura 3: Sinal de controle pelo tempo.
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Fonte: Autoria prépria (2020).

Mudando o valor de «a, o sistema pode se comportar de maneira diferente,
tendo um tempo de acomodag¢do maior ou menor, ser ou nao factivel, um valor de
ITAE maior, o sistema pode ou ndo chavear, este quesito foi observado durante o
desenvolvimento do trabalho. O teorema também garante flexibilidade na quanti-
dade de controladores juntamente com os parametros variantes no tempo.

4. CONCLUSOES

Pode-se perceber como os parametros para a obtencdo de factibilidade me-
xem com o sistema, como em seu tempo de acomodagdo e como o chaveamento
é dado pelo mesmo. Quanto maior o «, entre outros fatores, menor o tempo de
acomodacdo, porém o chaveamento pode ndo ocorrer, devido a lei de chavea-
mento presente no Teorema 2, que escolhe o menor valor, portanto o controlador
K escolhido pode ser um Unico, durante todo o periodo de controle do sistema. O
chaveamento também pode ser muito frequente, tendo em vista que é conside-
rado uma frequéncia ilimitada de chaveamento, que ndo é 6timo para sistemas
reais. Os sistemas que possam utilizar deste equacionamento podem conter para-
metros variantes no tempo, por exemplo um reservatdrio com um furo em um
sistema de freio a ar de caminhdes, o que abrange uma outra dimensdo para os
problemas que possam ser encontrados.
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