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Projeto de controladores via LMIs utilizando a
realimentacao derivativa

LMI-based controller design using state-derivative
feedback

RESUMO

Utilizando desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matrix Inequalities (LMls)),
este trabalho tem como objetivo projetar controladores e aplica-los em um sistema de uma
estrutura de dois graus de liberdade, que vao garantir que as técnicas sejam satisfeitas. As
técnicas que serdo investigadas serdo a estabilidade com restricdo na taxa de decaimento,
a D-estabilidade e a C-estabilidade. Para a sintese dos controladores sera utilizada a
realimentacdo derivativa, ao invés da realimentacdo de estados convencional, devido a sua
implementacdo facil em sistemas mecanicos, considerando os acelerémetros para medir os
estados do sistema. Trés exemplos, um para cada técnica, ilustrardo o método proposto e
sua eficiéncia.

PALAVRAS-CHAVE: Realimentagdo derivativa. Desigualdades matriciais lineares (LMls).
Estabilidade com restricdo na taxa de decaimento. D-estabilidade. C-estabilidade.

ABSTRACT

Using Linear Matrix Inequalities (LMIs), this paper aims to design controllers and apply them
in a two-degrees-of-freedom system, which will ensure the techniques are satisfied. The
techniques that will be investigated will be decay-rate-constrained stability, D-stability and
C-stability. For the synthesis of the controllers, state-derivative feedback will be used,
instead of conventional state feedback, due to its easy implementation in mechanical
systems, considering the accelerometers to measure the states of the system. Three
examples, one for each technique, will illustrate the proposed method and its efficiency.

KEYWORDS: State-derivative feedback. Linear matrix inequalities. Decay-rate-constrained
stability. D-stability. C-stability.
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INTRODUCAO

Comumente, na realimentacdo de um sistema o controle de malha fechada
vai comparar o sinal de referéncia, com o sinal de saida e, caso necessario, corrigir
o erro entre eles. Todavia, existe uma outra técnica, conhecida como
realimentacdo derivativa, que pode ser muito efetiva no controle de certos
sistemas dindmicos, tal como em sistemas de vibragdo (ABDELAZIZ; VALASEK,
2004).

Nos sistemas mecanicos de vibragGes, ha ocasides em que sdo mais faceis
obter a derivada dos estados do que os estados. Dessa forma, a partir do uso de
sensores do tipo acelerdmetros é possivel obter, com boa precisdo, o sinal da
aceleracdo e construir o sinal da velocidade, através da integracdo. Ja o sinal de
deslocamento pode apresentar imprecisao, devido a dupla integracdo (ABDELAZIZ;
VALASEK, 2004).

Para a sintese do controlador é necessario o uso de uma técnica de controle.
Neste trabalho serdo utilizadas as desigualdades matriciais lineares, que viabilizam
a inclusdo de condicdes e definicdo de parametros. Aqui, serdo explorados a
estabilidade com restricdo na taxa de decaimento, a D-estabilidade e a C-
estabilidade.

Os projetos serdo aplicados no controle de vibracdo de uma estrutura de dois
graus de liberdade, e a verificacdo do comportamento do sistema controlado serd
feita a partir de simulagdes computacionais.

METODOLOGIA

Realimentagao Derivativa. Considere um sistema controlavel, linear e
invariante no tempo, descrito pela equacgdo (1).

x(t) = Ax(t) + Bu(t), (1)

sendo 4 € R™"™ e B € R™™ matrizes que descrevem o comportamento
dindmico do sistema, x(t) € R™ é o vetor de estados e u(t) € R™ é o vetor de
entrada de controle.

Para viabilizar o projeto da realimentacdo derivativa), o propésito é
realimentar o sistema pela entrada de controle (2).

u(t) = —Kx(0), (2)

sendo a finalidade projetar uma matriz constante K € R™*" que satisfaca a
condi¢do de malha-fechada (3).

x(t) = Ax(t) — BKx(t) © x(t) = (I + BK)™*Ax(¢t), (3)
sendo I € R™"™ uma matriz identidade.

Condicdo de Estabilidade com Restrigdo na Taxa de Decaimento (y). A taxa
de decaimento y > 0, é obtida se a condicdo em (4)

V(x(t)) < —2yV(x(t)) &

4
x()Px(t) + x(£)TPx(t) < —2yx(t)TPx(¢), “

for satisfeita para toda trajetdria x(t) do sistema (BOYD et al., 1994).
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Pela substituicdo de x(t) pelo sistema (3) tem-se o Lema 2, no qual apresenta
condicOes necessarias e suficientes para o sistema ser estabilizavel com restricao
na taxa de decaimento, y. A Figura 1 mostra a alocagdo dos polos utilizando a taxa
de decaimento.

Figura 1—Alocacdo de polos considerando a restricdo da taxa de decaimento.
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>

Fonte: Adaptado de (FARIA, 2009).

Lema 2: Admita que o sistema (1) ndo possua autovalores na origem, ou seja,
det (A) # 0, o sistema (3) é estabilizavel com restricdo na taxa de decaimento, v,
se existir uma matriz simétrica X € R™*"™ e uma matrizY € R™™ que satisfacam
as LMls:

X >0,

XAT +AX +BYAT +AY"B" X +BY | _, (5)
X +YTBT -X/(2y) :

Demonstragdo: Vide (ASSUNCAO et al., 2007).

Condicdes para a D-estabilidade (y, 1, 8). A localizagdo dos autovalores no
plano complexo esta diretamente ligada com o comportamento transitério de um
sistema dinamico qualquer (DA SILVA et al., 2012). Dessa forma, pode-se alocar os
autovalores de um sistema a ser controlado em uma regidao D desejada, buscando
indices de desempenho favoraveis.

Defini¢do 1: Seja uma regido D no semi-plano complexo esquerdo. Se uma matriz
A € R™™ possui todos os seus autovalores dentro dessa regido D, é dito que A4 é
D-estavel (CHILALI; GAHINET, 1996, p.358-367).

Aregido D é composta por trés indices de desempenho: a taxa de decaimento
(y), o limitante de tempo de subida durante o transitério (r) e o fator de
amortecimento (8), vistos na Figura 2.

Figura 2— Alocac¢do de polos considerando a Regido S(y,r, 6).

Im
P AV

Fonte: Adaptado de (DA SILVA et al., 2012).

As condi¢cOes necessarias e suficientes, presentes no Lema 3, podem ser
utilizadas para que o sistema (3) seja D-estabilizavel.
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Lema 3: Admita que o sistema (1) ndo possua autovalores na origem, entdo, o
sistema (3) é D -estabilizdvel se existir uma matriz simétrica X € R™™ e uma
matriz Y € R™™ que satisfacam as LMls:

X >0,
[XAT + AX + BYA" + AY"BT X + BY
X +Y'BT —ZX—V <0
g (A"Y(X 4+ BY) + (X + BY)T(4™H)T) —X l )
—X g(A—l(X +BY)+ (X +BY)TAHNH|

[ sen(0)(XAT + AX + BYAT + AYTBT)  cos(9) (XAT + BYAT — (AX + AYTBT))
cos(0) (XAT + BYAT — (AX + AYTBT))  sen(0)(XAT + AX + BYAT + AYTB")

<0. (6)

Demonstragao: Vide (FARIA, 2009).

Condicdes para a C-estabilidade (y, 7). Usando o método direto de Lyapunov
foi verificado a existéncia de uma conexdo entre a alocacdo de autovalores em uma
regido do semiplano complexo negativo considerando a existénciade P = PT > 0,
satisfazendo a desigualdade

ATP + PA + 2yP +}(A+VI)TP(A +yD) <0, 7)

sendo A € R™™ uma matriz conhecida. Se (7) for factivel, é possivel garantir que
todos os autovalores de A pertencem a uma taxa de decaimento maior ou igual a
y e aum disco de raio r, com centro em (—c, 0), sendo ¢ = y + r. AFigura 3 ilustra
a regido de alocacdo de autovalores.

Figura 3—Alocag¢do de autovalores considerando a regido (y,1).

T ()

i —c Re (A)

Fonte: Adaptado de (HADDAD,BERNSTEIN, 1992).

A partir de (7), o Lema 4 propde condi¢Ges necessarias e suficientes para a C-
estabilizacdo do sistema (3) utilizando a realimentacdo derivativa.

Lema 4 Supondo que a matriz A € R™" n3o possua autovalores na origem. Sejam
Yy > 0er > 0 ndmeros reais conhecidos, o sistema (3) é C-estabilizavel, com ganho
K =YX, se existir uma matriz simétrica X € R™™ e uma matriz Y € R™*1
satisfazendo as LMls:

AX + XAT + AYTBT + BY AT . .

XAT +yX +yYTBT —rX .
<0,
X +YTBT o X (®)
X > 0.
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sendo e termos transpostos em uma matriz simétrica.
Demonstragao: Vide (DA SILVA et al., 2012).

Sistema de dois graus de liberdade. O sistema de dois graus de liberdade que
sera controlado é um sistema massa-mola-amortecedor, composto por duas molas
com coeficientes de rigidez k, e k,, duas massas m; e m, e dois amortecedores
com coeficientes de amortecimento c; e c¢,. A representagdo do sistema pode ser
vista na Figura 4.

Figura 4 —Modelo do sistema massa mola amortecedor.

Fonte: Adaptado de (REPINALDO, 2018).

RESULTADOS E DISCUSSOES

O sistema mostrado na Figura 4, foi descrito na forma de espaco de estados
para facilitar o estudo do comportamento dindmico do sistema e é representado
pela equacdo (9)

{x(0} = [Al{x(O} + [B,]{u(®)} + [B,]{w(D)}
(@} = [C]{x(®)}

sendo [A] a matriz de estados; [ B] a matriz de entrada, fragmentada em [B,,], que
é a matriz de entrada de forca de controle, e em [B,,], que é a matriz de entrada
da forca de excitacdo. A matriz de saida é dada por [C]; {x(t)} é o vetor de estados;
{u(t)} é o vetor de entrada de forga de controle; {w(t)} é o vetor de entrada de
forca de excitacdo; {y(t)} é o vetor de saida do sistema (REPINALDO, 2018, p. 29).

(9)

Ainda, foi feito também a representacdo do modelo matemadtico em
coordenadas fisicas dados pelas equacgdes de (10) a (14).

d 2nx1
{x(t)}anl = {dEZ§2 1} (10)
_ [O]nxn [I]nxn
W = [ 0] (] Tl )
[O]HXTL [Pu]nxnu
[Bu]annu = [[m]—lnxn [Pu]nxnu] (12)
[O]nxn [PW]anW
B Jzmms = [m]_lnxn [Pw]nxnw] 1)
[C]nsxn = [[P)S]nsxn[l]nxn [P)S]nsxn[o]nxn] (14)

Sendo [P,] a matriz de posicionamento da forca de controle, [P, ] a matriz de
posicionamento da forca de excitagdo e [P;] a matriz de posicionamento da saida
(REPINALDO, 2018, p. 30).
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Os parametros do sistema sdo dados como my; = 4,38262 kg, m, =
1,93959 kg, ¢ =21,66 N/m, ¢, =0,607 N/m, k; = 224925 Ns/m, k, =
13100 Ns/men = 2 sendo o nimero de graus de liberdade. Para a resolugdo das
LMis foi utilizado o software MATLAB® juntamente com o solver SeDuMi (STURM,
1999, p. 625-653), e dessa forma foi possivel sintetizar os controladores.

Projeto com taxa de decaimento: Utilizando as LMIs (5) com y =8, o
controlador (15) foi projetado com restricdo apenas na taxa de decaimento.

K;p = [85,4010 123,2483 —3,8067 0,8956] (15)

Na Figura 5 pode ser visto o sinal da forca de controle na esquerda e pode ser
visto na direita os deslocamentos da massa 1 do sistema, com e sem controle.

Figura 5 — Sinal da forca de controle e deslocamento da massa considerando a taxa
de decaimento.

o
N w
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J|H‘ |"‘|I

thu‘ T

Forga de controle (N)
"
Deslocamento (m)

s &

b

o 0.1 02 03 04 0.5 0.6 07 08 “o o5 1 15 2 25 3

Tempo (s) Tempo (s}

Fonte: Autoria Prépria (2020).

Projeto com a D-estabilidade: Utilizando as LMIs (6) com y =12,r =

30e6 = %, o controlador (16) foi projetado a fim de assegurar a D-estabilidade do
sistema.

K, = 10* x [5,3871 —5,0265 0,0701 —0,0466] (16)

Na Figura 6 pode ser visto o sinal da forca de controle na esquerda e pode ser
visto na direita os deslocamentos da massa 1 do sistema, com e sem controle.

Figura 6 — Sinal da forca de controle e deslocamento da massa considerando a D -
estabilidade
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Fonte: Autoria Prépria (2020).
Projeto com a C-estabilidade: Utilizando as LMIs (8) comy =8er = 24,0

controlador (17) foi projetado a fim de assegurar a C-estabilidade do sistema.

K; = 10* x [1.8128

—1,5623 0.0152

—0,0040]

(17)

Na Figura 7 pode ser visto o sinal da forca de controle na esquerda e pode ser
visto na direita os deslocamentos da massa 1 do sistema, com e sem controle.
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Figura 7 — Sinal da forca de controle e deslocamento da massa considerando a C -
estabilidade

iz |
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2 i =) % o 4 0 o5 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Autoria Prépria (2020).

E observado que pelos trés métodos de projeto via LMIs (Restricdo na taxa de
decaimento, D-estabilidade e C-estabilidade) foi possivel fazer o controle do
sistema de dois graus de liberdade, porém, existem vantagens de um em relacdo
ao outro. Na Figura 8, é possivel comparar, através de um zoom, as trés respostas
transitorias.

Figura 8: Comparagdo entre as respostas dos controladores.

C-ostablidada
Rmmc-ona w A de decaimento
D-estabilida

Fonte: Autoria Prépria (2020).

Pela Figura 8, observa-se que o método menos efetivo de projeto foi o com
restricdo apenas na taxa de decaimento, isso se deve ao fato de que a técnica
apenas contribui exclusivamente para a velocidade de resposta do sistema e sua
forca de controle, vista na Figura 5, € muito maior do que as forcas dos outros dois
métodos. Uma vantagem da taxa de decaimento é a possibilidade de uma maior
guantidade de projetos factiveis, pois é necessario a escolha inicial de apenas um
parametro, o y. Para o estudo em questdo, a diferenga entre a D-estabilidade e a
C-estabilidade é muito pequena, a D-estabilidade alcangou o regime permanente
um pouco depois da C-estabilidade, porém com menos overshoot.

CONCLUSOES

Neste trabalho foram apresentados trés métodos diferentes para a sintese de
controladores através de LMIs, aplicados no controle de vibracdo de um sistema
de dois graus de liberdade. Em todos os projetos, utilizou-se da estratégia de
realimentacao derivativa, se mostrando eficiente no controle de sistemas que
possuem sensores do tipo acelerdmetros para mensurar os estados. Uma
comparacdo entre as técnicas foi realizada, possibilitando apontar qual condicdo
obteve melhores resultados para o estudo em questdo. Cada técnica estudada tem
suas vantagens, desvantagens e importancia, dessa forma, através de ensaios, é
possivel escolher a técnica mais adequada para um dado projeto.
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