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Filtragem estocastica nao linear aplicada ao
monitoramento de enchentes

Non-linear stochastic filtering applied to flood level
monitoring

RESUMO

O objetivo desse trabalho é a implementagdo de filtros estocdsticos ndo-lineares para
aplicagdo em um sistema de monitoramento e estimativa de enchentes, cujo modelo
matematico também é ndo linear. Para isso, realiza-se um estudo da teoria de filtragem
estocastica, a partir do Filtro de Kalman (FK), até o Filtro de Kalman Estendido (FKE), o Filtro
de Kalman Unscented (FKU), e o Filtro de Particulas (FP). Os estados a serem monitorados
em um sistema de estimativa e monitoramento de enchentes sdo definidos a partir de trés
modelos matematicos encontrados na literatura. Os trés filtros estocdsticos sdo
implementados em MATLAB e as medigdes dos trés modelos matematicos sdo geradas via
simulacdo. Quantifica-se o desempenho de cada um dos filtros através do RMSE e realiza-
se um comparativo entre os filtros e os modelos trabalhados.

PALAVRAS-CHAVE: Filtragem de kalman. Processo estocastico. Método de Monte Carlo.
Enchentes.

ABSTRACT

The purpose of this study is the implementation of non-linear stochastic filters applied to a
system of flood level estimation and monitoring, for which the mathematical model is also
non-linear. For this reason, a study on the stochastic filtering theory is carried, from the
Kalman Filter (KF) to the Extended Kalman Filter (EKF), the Unscented Kalman Filter (UKF),
and the Particle Filter (PF). The states to be monitored on a flood level estimation and
monitoring system are defined in three different mathematical models found in the
literature. The three stochastic filters are implemented using MATLAB and, for all
mathematical models, the measurements are generated via simulation. The performance
of each filter is quantified through RMSE and a comparative between the filters and
mathematical models takes place.

KEYWORDS: Kalman filtering. Stochastic Process. Monte Carlo method. Flood.
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INTRODUCAO

A filtragem estocdstica é uma ferramenta matematica para a estimativa de
estados em sistemas imersos em ruidos aleatdrios. Para lidar com sistemas nao
lineares, é necessaria a aplicacdo de filtros estocasticos adequados; nesse caso,
derivag¢des do Filtro de Kalman (FK), como o Filtro de Kalman Estendido (FKE) e o
Filtro de Kalman Unscented (FKU). O Filtro de Particulas (FP) também é bastante
utilizado nessas situacdes.

A aplicacdo de monitoramento e estimativa de enchentes foi escolhida pois
permite observar, estudar e comparar diferentes métodos ndo lineares de
filtragem estocastica, além de haver uma necessidade de se aplicar um sistema de
prevencdo e reducdo de danos de enchentes que seja eficaz no pais, do qual,
necessariamente, faz parte o monitoramento e estimativa de enchentes.

Algumas abordagens utilizando o FP para rastreamento de nivel de enchente
ja foram realizadas, como em Ruslan et al. (2012) e Xu et al. (2017). Neste trabalho,
entretanto, o FP serd comparado com o FKE e o FKU para uma analise mais
abrangente e detalhada do melhor desempenho para alguns modelos
matemadticos ndo-lineares encontrados na literatura.

FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO

O Filtro de Kalman (KALMAN, 1960) fornece estimativas de grandezas de um
sistema representado em espaco de estados baseando-se em observacdes
ruidosas deste mesmo sistema, obtidas através de medic¢des. O FK, entretanto, s
pode ser aplicado para sistemas lineares. Dessa forma, existe a necessidade de
recorrer a derivages do proprio FK, além de outros tipos de filtros estocasticos
ndo lineares.

O primeiro deles é o Filtro de Kalman Estendido (BAR-SHALOM et al., 2004).
Trata-se de uma generalizacdo do FK que utiliza a série de Taylor para linearizar o
sistema sobre pontos de operacdo bem definidos, de forma que a linearizacdo é
continuamente atualizada pelas previsdes e estimativas de estado.

Considerando o modelo matematico ndo-linear representado em espaco de
estados nas equagdes (1) e (2):

X1 = @(Xp, ty) + T(Xp, ti) Wy, (1)

zy = h(xy, t) + vy, (2)
em que x, é o vetor de estados, z, sdo as observagdes ruidosas, @, h e I' sdo
funcdes vetoriais, wy, e v, correspondem as sequéncias gaussianas w,~N (0, Q,) e
v, ~N(0,Ry), sendo Q, > 0 e R, > 0, as equacbes do FKE para o estado previsto e
a matriz de covariancia do erro de previsao do estado sdo, respectivamente, dados
pelas equacdes (3) e (4):

R(k + 1]k) = @R(k[k), k), (3)

P(k + 1|k) = F, P(k|K)F,, + Q. (4)
em que F,, € a matriz jacobiana da fungdo ¢ avaliada em (k|k).

A medida prevista e a matriz de covariancia da inovacdo s3do dadas,
respectivamente, por (5) e (6):
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Z(k +11k) = hR(k + 1k),k + 1), (5)
Sk+1 Xk+1P(k + 1|k)g-[).{[k+1 + Rk+1' (6)

em que H,, . € a matriz jacobiana da fung¢do h avaliada em (k + 1|k).

O ganho do filtro é dado pela equagao (7):

Kiw1 = P(k + 1k)HY, , Skt (7)

A atualizacdo do estado e a matriz do erro de estimativa sdo dadas,
respectivamente, pelas equacdes (8) e (9):

Rk +1k+1) ==K + 11k) + Kiyq (2141 — 2(k + 1]k)], (8)

Pk + 11k + 1) = [ — Ko 3y, |P(k + 1]K). (9)

k+1

FILTRO DE KALMAN UNSCENTED

As aproximacOes do FKE estdo suscetiveis a erros, tanto no valor esperado
guanto nas matrizes de covariancia obtidas pelo filtro, o que ocasionalmente pode
acarretar em uma divergéncia do filtro estocastico. O Filtro de Kalman Unscented
(JULIER; UHLMANN, 1997) visa atenuar esses problemas de aproximacao.

O FKU é baseado na Transformacgdo Unscented (TU), que tem como objetivo
encontrar um conjunto de vetores deterministicos, denominados pontos-sigma,
cuja média seja X e a covariancia seja P,, e aplicar a fun¢do ndo linear y = h(x)
sobre cada ponto-sigma para obter os vetores transformados. Ela se fundamenta
a partir da intuicdo de que é mais facil de aproximar uma distribuicdo de
probabilidade do que uma funcdo ou transformacao arbitraria ndo linear.

Para calcular o estado previsto, cria-se um conjunto de pontos-sigma X“k com

pesos W®, conforme o conjunto de equag¢des em (10):

X,E?,z = Ry WO =k/(n+ k),

T

X0 = R+ ([ 40Py WO =1/2(n+10), (10)
@®

T

L
emque k € R*e ( /(n + K)Pk|k) ¢ ai-ésima linha de f(n + 1) Py
®

Em seguida, cada ponto é transformado pela fun¢do nao linear de estado:
X3, =@ (X5 k). (11)
O estado previsto é calculado pela soma ponderada dos pontos-sigma:

)A(k+1|k = l?QOW(i)JC,E?r (12)

A matriz de covariancia do erro de previsao do estado, por sua vez, é dada por:

B T
Pesae = S2 WO, — R D, — Rerae} - (13)

Para determinar a medida prevista, obtém-se outro conjunto de pontos-sigma

x® a partir dos estados previstos. Gera-se, portanto, o conjunto transformado:

k+1]k?
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Zk(tl-aﬂk = h(xIE21|k' k)- (14)
A medida prevista é dada pela soma ponderada em (15):
Zsije = Litg W (‘)Z,Efllk (15)

A matriz de covariancia da inovacdo e a matriz de covariancia cruzada,
utilizadas para calcular o ganho do filtro sdo dadas, respetivamente, por (16) e (17):

. T
= 222wz — 2 HE e — 2] - (16)

i T
sz = Zn W(l){xlg-l-l ﬁk"'llk} {Z]E:)'llk - ik+1|k} ’ (17)

O ganho do filtro, a ser utilizado nas equagoes de atualizacdo (8) e (9), é dado
pela equacdo (18):

Kis1 = PP (18)

FILTRO DE PARTICULAS

O Filtro de Particulas é um filtro estocastico ndo linear sub-6timo que realiza
estimativas Monte Carlo Sequencial, baseadas na representagao de densidades de
probabilidade por pontos de massa, ou particulas. O FP utilizado nesse trabalho
teve como base a fundamentagdo tedrica apresentada em Ristic et al. (2004) e o
filtro implementado em Tulsyan et al. (2016).

Para a aplicacdo deste trabalho foi utilizado um filtro SIR, do inglés Sampling
Importance Resampling, que consiste em aproximar a funcdo de massa de
probabilidade utilizando um conjunto de amostras aleatérias associadas a pesos
por importancia. O algoritmo tem também um processo de reamostragem em toda
iteracdo, de maneira a evitar a degeneracdo do algoritmo (DOUCET et al., 2001).

A escolha da distribuicdo por importancia foi feita de maneira sub-6tima, vide
Ristic et al. (2004). O peso por importancia é dado pela proporcionalidade em (19)

i i i
Wi i1 o WE p(Zpesa [Xhsr), (19)
na qual p(z,41|xk.1) é a fungdo de verossimilhanga da i-ésima particula, calculada
a partir da funcdo densidade de probabilidade gaussiana relacionada a inovacao Z:

p(zk+1lxk+1) Wexp (_éiTR_lz)- (20)

MODELOS MATEMATICOS

Foram utilizados trés modelos distintos encontrados na literatura para a
comparacdo de desempenho dos filtros estocdsticos. As medi¢Ges foram geradas
via simulacdao computacional.

O primeiro modelo, apresentado em Ruslan et al. (2012), é um sistema em
que o estado e as medidas sdo escalares. O modelo é utilizado, com sucesso, para
estimar o nivel de dgua, em metros, na represa Bekok, situada no estado de Johor,
na Maldsia. O modelo apresentado é

Xper = 0,5x; + =%k o+ 8 cos(1,2k) + wy, (21)
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7z, = 0,05x2 + vy, (22)
em que os ruidos de medida e de processo possuem distribuicdo gaussiana com
média nula e 62 = ¢ = 1. A medida z;, equivale ao nivel de 4gua, em metros, no
instante de tempo k.

O segundo modelo, apresentado por Romanowicz et al. (2006), leva em
consideracdo um processo de alteracdo de nivel de agua devido a precipitacao
pluvial. O modelo em espaco de estados é dado por:

Xk+1 = ka + Guk_5 + Wk, (23)

Zy = thk + Uk, (24)
emqueh’=[1 1]e, deacordocom os pardmetros de um dos pontos de medigo,

0,9711 0 _ 10,0247

F=["" 0,8491]’ G= [0,0424 ' (25)

e uy € a precipitacdo efetiva, relacionada com a precipitagao fluvial 1, dada por:
1, z, < z,
w = coczzln, e ={, ST (26)

em que ¢, € uma constante de escala, 0 < ¢, < 1 € a constante que descreve o grau
de achatamento da onda de inundagado, z, € uma constante relacionada ao nivel
limite de cheia do banco de agua e y é um exponente relacionado a lei da energia.
Para esse trabalho foram utilizados os parametros ¢, =1,y = 0,1, ¢, = 0,72, y, =
2,1 e, por fim, § =0, pois o FP considerado tem como hipdtese um sistema
markoviano.

O terceiro e ultimo modelo foi obtido a partir do modelo diferencial da
equacdo (27), apresentado por Duong et al. (1975):

a@e_ (L N-19Q _ (1) _ (L

dt2 (Kz) kNQ dt (KZ)Q (Kz) u. (27)

Os parametros foram determinados com base em uma tempestade em abril
de 1953 na bacia do rio Vermilion, nos Estados Unidos. Tais parametros valem K; =
19,99, K, = 6,25 e N = 1,18. O tempo para esse processo é dado em horas, o nivel
de 4gua em polegadas e o escoamento e precipitacdo em polegadas por hora.

A partir do modelo matematico diferencial encontrado na literatura, foi obtido
um modelo em espago de estados para dois estados, x;, = Qx € X3, = Qk_1,
utilizando-se o método de diferencas finitas para a obtencdo de uma equacao a
diferencas e, a partir desta equacdo a diferencas, o modelo das equacdes em (28)
a (30). O periodo de discretizacdo escolhido foi T = 30s.

1 N

x = — (2K, — T?)x,, — T?(x — Kyxy + T?uy, 28
141 K2+T2K1N(x1k)N 1[( 2 ) 1k ( 1k) 2X2; k] ( )
X2per = X100 (29)
Zy = xlk. (30)

RESULTADOS E DISCUSSOES

A partir da implementacdo em MATLAB, foram analisados RMSE (root-mean-
square error) e as trajetérias das estimativas de cada filtro. O RMSE é dado por

Xja(z-2))(z=2))
n

RMSE = : (31)
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Nivel da égua (m)

A Tabela 1 contém os resultados de cada filtro estocastico para os trés
modelos matematicos, na qual N equivale ao nimero de particulas. Para o modelo
1, o FP apresenta um RMSE muito inferior em comparacao as derivagdes do FK. A
trajetdria da medida simulada e da estimada por cada filtro para o modelo 1 estdo
na Figura 1.

Jll,w

Tabela 1 RMSE para os trés modelos matematicos.

FP(N=200) | FP(N=1000) FKE | FKU |
Modelo 1 1,51 1,45 15,32 10,65
Modelo 2 2,61 0,81 0,03 0,02
Modelo 3 0,79 0,30 0,10 0,10

JH‘ uu

Fonte: Autoria prépria (2020).

Figura 1 Estimativa para o modelo 1 para o FP, FKE e FKU.
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Fonte: Autoria prépria (2020).

Para o primeiro modelo, o FP ofereceu as melhores estimativas, apresentando
uma vantagem consideravel em relacdao ao FKE e ao FKU, que pode ser observada
através da analise dos erros. Além disso, o FP estimou com sucesso o sistema
referente a esse modelo mesmo para um numero de particulas baixo.

As Figuras 2 e 3, respectivamente, contém os graficos da trajetdria da medida
para os modelos matematicos 2 e 3, o FP contendo N = 1000 particulas.

Nivel da agua (m)

Nivel da agua (m)
s ¢ E § E B &

Figura 2 Estimativa para o modelo 2 para o FP, FKE e FKU.

P FKE
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Nivel da agua (m)
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0 a £ =0 £

FKU (com zoom)

Nivel da gua (m)

w0 e we 1% e ms 20 25 em

Fonte: Autoria prépria (2020).
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Figura 3 Estimativa para o modelo 3 para o FP, FKE e FKU.
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Fonte: Autoria prépria (2020).

E possivel observar a discrepancia de resultados entre o modelo 1 e os demais
modelos. Enquanto para o primeiro modelo o FP apresentou desempenho
consideravelmente superior ao FKE e ao FKU, para os modelos 2 e 3 as deriva¢des
do FK apresentaram melhor desempenho do que o FP, o que aponta que, para
esses modelos, é vdlida a hipdtese de ruidos gaussianos para os filtros.

Algumas possiveis solucdes para que o FP apresente um melhor desempenho
para esses dois modelos é o aumento considerdvel no nimero de particulas ou a
utilizacdo de outras versdes do FP, como o SIR Auxiliar ou o LLPF (Local
Linearization Particle Filter), que conta com uma etapa de filtragem via FKE ou FKU
para utilizar a escolha étima dos pesos por importancia (RISTIC et al., 2004).

A escolha dofiltro a ser utilizado nos modelos 2 e 3 passa a nao ser tdo simples.
Dependendo da capacidade computacional a ser utilizada, o FP pode ser a melhor
escolha. Por outro lado, levando em consideracdao uma capacidade computacional
mediana, o FKE e o FKU — em especial, o segundo — apresentam bons resultados
diante destas consideragdes.

CONCLUSAO

A aplicagdo de filtros estocasticos ndo-lineares para um modelo matematico
ndo-linear de nivel de dgua de enchente foi quantificada nesses resultados para os
modelos matematicos encontrados na literatura, permitindo uma comparacao
entre os filtros e o impacto de suas particularidades para cada modelo
matematico.

Para trabalhos futuros, coloca-se a comparacdo de desempenho dos filtros
estocasticos, formulados a partir dos modelos matematicos aplicados a este
trabalho, utilizando dados reais. E interessante também ampliar essa comparacdo
para outros filtros estocasticos e outros modelos matematicos que possam
representar adequadamente o comportamento de uma enchente.
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