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INTRODUÇÃO
Um dos papéis da engenharia é proporcionar melhor qualidade de vida atra-

vés construção e oƟmização de sistemas baseando-se na evidência de fenômenos
naturais. Um desses fenômenos é a levitação magnéƟca com aplicações em siste-
mas como o Maglev (comboio de levitação magnéƟca para transporte de pessoas
e mercadorias) (LENG et al., 2019), os corações arƟficiais magnéƟcos (uƟlização de
levitaçãomagnéƟca para diminuir atritos, fricções e a necessidade por lubrificantes)
(QIAN et al., 2006), entre outros.

Devido o sistema de levitaçãomagnéƟca ser naturalmente instável é imprescin-
dível a presença de um sistema de controle que garanta ao menos a estabilidade.
Esse controlador pode ser um clássico PID (Proporcional-Integrador-DerivaƟvo), em-
bora possua limitações. Neste senƟdo, faz-se necessário o uso de técnicas de con-
trole moderno. Entre tais, uma abordagem interessante é o fuzzy Takagi-Sugeno
(TAKAGI; SUGENO, 2019) via LMIs, que sinteƟza um controlador via oƟmização con-
vexa, garanƟndo estabilidade, velocidade de resposta, restrição de entrada e saída
do sistema (ATAŞLAR-AYYILDIZ; KARAHAN, 2019; SUN et al., 2019), bem como ro-
bustez em caso de distúrbios (SONG et al., 2019), entre outros critérios.

A seguinte terminologia foi adotada neste trabalho: R é o conjunto dos núme-
ros reais; x(t) = x, e quando x(t) esƟver explícito será para enfaƟzar a dependência
no domínio do tempo; Kr = {1, 2, · · · , r} é o conjunto de número inteiros posi-
Ɵvos, cujo maior elemento posiƟvo é r.

METOLOGIA
Representação de sistemas não-lineares com modelos fuzzy Takagi-Sugeno

Considere um sistema descrito em espaço de estados:

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
(1)

onde x(t) ∈ Rn é o vetor de estados, y(t) ∈ Rp é a saída do sistema, u(t) ∈ Rm é
a ação de controle, A ∈ Rn×n,B ∈ Rn×m, C ∈ Rp×n eD ∈ Rp×m.

Em geral, sistemas İsicos apresentam não-linearidades em sua modelagem.
Neste caso, a teoria clássica de controle fica limitada a uma linearização em torno de
um ponto de operação. Uma forma metódica de lidar com as funções não-lineares
de um sistema dinâmico é empregar a técnica fuzzy Takagi-Sugeno.E a parƟr desta,
realiza-se a síntese do controlador PDC (do inglês, Parallel Distributed Compensa-
Ɵon), que consiste em uma combinação convexa de controladores lineares.

A teoria fuzzy permite atribuir graus de perƟnência para cada situação. Amode-
lagem fuzzy Takagi-Sugeno se caracteriza pelo conjunto de regras Se-Então, tal que
a i-ésima regra da modelagem fuzzy TS para um sistema dinâmico é

Regra i:
{

Se z1(t) é Ωi
1, z2(t) é Ωi

2, ... e zp(t) é Ωi
p

Então ẋ(t) = Aix(t) +Biu(t),
(2)

sendo Ωi
j , com j = 1, 2, ..., p, o conjunto fuzzy j da regra i, i = 1, 2, ..., r, r o

número de regras, p o número de conjuntos fuzzy e zj(t) as variáveis premissas.

Adotando o procedimento de defuzzificação do método centro de gravidade
proposto por (TANIGUCHI et al., 2001), os modelos locais (e seu respecƟvos con-
troladores) serão ponderados por uma função de perƟnência convexa αi(x) (com
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i = 1, 2, ..., r e r o número de regras), que permiƟrá a descrição da dinâmica da
planta em diferentes pontos de operação.

Projeto de regulador com modelos fuzzy Takagi-Sugeno

O controlador PDC consiste emuma realimentação de estados do sistema e uma
combinação convexa entre as matrizes de ganhoKj de cada regra do modelo TS da
planta (2), tal que

u(t) = −
r∑

j=1

αj(z(t))Kjx(t) = −K(α)x(t). (3)

Lema 1 - Estabilidade

O ponto de equilíbrio x = 0 é assintoƟcamente estável globalmente, caso exista
uma matriz simétrica definida posiƟva X > 0, X ∈ Rn×n e matrizes Mi ∈ Rn×m

tais que, para todo i, j ∈ Kr, as seguintes LMIs sejam facơveis:

−XAT
i −AiX +BiMi +MT

i B
T
i > 0, i = 1, 2, · · · , r, (4)

− (Ai +Aj)X −X (Ai +Aj)
T

+BiMj +BjMi +MT
i B

T
j +MT

j B
T
i ≥ 0, i < j,

(5)

garante-se estabilidade assintóƟca global do sistema com os ganhosKi = MiX
−1.

Prova: Maiores detalhes podem ser encontrados em (TANAKA; WANG, 2001).

Lema 2 - Taxa de decaimento

Adotando-se a taxa de decaimento β, β > 0, a função candidata de Lyapunov
V (x) = xTPx será tal que V̇ (x) ≤ −2βV (x), caso exista uma matriz simétrica
definida posiƟvaX > 0,X ∈ Rn×n e as seguintes LMIs foram facơveis:

−XAT
i −AiX +MT

i B
T
i +BiMi − 2βX > 0, i = 1, 2, · · · , r, (6)

−XAT
i +MT

j B
′T
i −XAT

j +MT
i B

T
j

−AiX +BiMj −AjX +BjMi − 4βX ≥ 0, i < j,
(7)

então os ganhos dados porKi = MiX
−1, i ∈ Kr garantem estabilidade assintóƟca

global do sistema com taxa de decaimento β.

Prova: Maiores detalhes podem ser encontrados em (BOYD et al., 1994).

Lema 3 - Restrição na entrada

Assuma que a condição inicial x(0) é conhecida. A restrição ∥u(t)∥2 ≤ γ é cumprida
para todo o tempo t ≥ 0 se as seguintes LMIs forem facơveis:[

1 x(0)T

x(0) X

]
≥ 0,

[
X MT

i
Mi γ2I

]
≥ 0, (8)

e os ganhos do controlador serão dados porKi = MiX
−1, i ∈ Kr.

Prova: Maiores detalhes podem ser encontrados em (TANAKA; WANG, 2001).

Lema 4 - Restrição na saída

Assumindo que a condição inicial x(0) seja conhecida, a restrição ∥y(t)∥2 ≤ ϕ é
cumprida para todo o tempo t ≥ 0 se as LMIs a seguir forem saƟsfeitas:[

1 x(0)T

x(0) X

]
≥ 0,

[
X XCT

i

CiX ϕ2I

]
≥ 0, (9)
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e os ganhos do controlador serão dados porKi = MiX
−1, i ∈ Kr.

Prova: Maiores detalhes podem ser encontrados em (TANAKA; WANG, 2001).

Modelagem do sistema de levitação magnéƟca

O modelo matemáƟco do levitador baseia-se na 2ª Lei de Newton. A parƟr da
Figura 1, que representa a planta, obtém-se o seguinte equacionamento:

Figura 1 – EsquemáƟco da planta do sistema levitador magnéƟco.

Fonte: Autoria própria (2020).

Ftotal = Fmag + Fgrav + Fatrito = mÿ =
−λµi2

2(1 + µy)2
+mg − kẏ, (10)

onde m = 0, 05 kg é a massa do ímã, µ = 2 m−1 é a permeabilidade magnéƟca
relaƟva do ar ao redor do ímã, λ = 0, 460 H é o fluxo concatenado da bobina,
i(t) a corrente elétrica que percorre a bobina, g = 9, 8 m/s2 é a aceleração da
gravidade, k = 0, 001 Ns/m a constante de atrito viscoso, y(t) a posição do ímã,
ẏ(t) a velocidade do ímã e o ponto de equilíbrio desejado y0 = 0, 04 m.

Para análise de estabilidade, a representação emespaço de estados do levitador
considerará as condições iniciais y0 e i0 (corrente presente no eletroímã na condição
de equilíbrio) na definição do vetor espaços de estado. O sinal de controle será
u(t) = i2 − i20. Definindo o vetor de estados x = [x1 x2]

T, x1 = y − y0 e x2 = ẏ, e
a saída do sistema y(t) = x1.

A representação em espaços de estado será

ẋ =


0 1

gµ

(
2 + µx1 + 2µy0

)
(1 + µ(x1 + y0))2

−k

m

x+

 0
−λµ

2m(1 + µ(x1 + y0))2

u, (11)

y =
[
1 0

]
x. (12)

A presença de duas não-linearidades, os termos não constantes das matrizes
A e B da representação, garantem a necessidade de quatro modelos locais (22),
para que sejam possíveis realizar todas as combinações entre os valores máximos
e mínimos de cada não-linearidade. As duas não-linearidades serão denominadas
f̃21(x) e g̃12(x).

A posição do ímã y(t) pode assumir valores entre 0 e 0, 15m. Valores diferentes
de y(t) implicarão em valores diferentes de x1(t) e, consequentemente, em valores
diferentes de f̃21(x) e g̃21(x). Os valores máximos e mínimos de f̃21(x) e g̃21(x)
serão a211, a212, b211 e b212, respecƟvamente.

Com os valores máximos e mínimos, determina-se as ponderações convexas
σ211(x) e σ212(x), ξ211(x) e ξ212(x) para f̃21(x) e g̃21(x), respecƟvamente. Com
isto, obtém-se a função de perƟnência αi(x) para o sistema, tal que (13),

Página | 4



α1(x) = σ211(x)ξ211(x), α2(x) = σ211(x)ξ212(x),

α3(x) = σ212(x)ξ211(x), α4(x) = σ212(x)ξ212(x).
(13)

E os modelos locais do sistema são dados por

A1 = A3 =

[
0 1

a211 −0, 02

]
=

[
0 1

40, 7680 −0, 02

]
,

A2 = A4 =

[
0 1

a212 −0, 02

]
=

[
0 1

27, 6024 −0, 02

]
,

B1 = B2 =

[
0

b211

]
=

[
0

−5, 4438

]
, B3 = B4 =

[
0

b212

]
=

[
0

−9, 2000

]
,

C1 = C2 = C3 = C4 =
[
1 0

]
, D1 = D2 = D3 = D4 = 0.

(14)

Logo, considerando Ai, Bi, Ci e Di, se facơveis as condições LMIs definidas
pelo projeƟsta, obter-se-á os ganhos de realimentaçãoKi. As funções de perƟnên-
cia αi(x) serão responsáveis pela ponderação dos modelos locais e os respecƟvos
ganhos de realimentação de estados do controlador PDC.

RESULTADOS
Pormeio de simulações, considerando condições iniciaisx1(0) = 0, 04 ex2(0) =

0, e o objeƟvo é estabilizar o ímã na posição de equilíbrio x1e = y0 = 0, 12m.

A resposta sem inclusão da taxa de decaimento e sem nenhuma restrição apre-
sentou um tempo de estabelecimento de aproximadamente 1, 8 s, overshoot na
posição e velocidade do sistema e magnitude elevada na ação de controle u(t).

Portanto, adotou-se taxa de decaimento β = 4, visando obter uma resposta
mais rápida. Além disto, para tratamento do overshoot (agravado pela taxa de decai-
mento), inseriu-se restrição da entrada com γ = 2 e restrição da saída com ϕ = 1.
Com isto, com a primeira garante-se a segurança na isolação do fio de cobre que
consƟtuí a bobina do eletroímã e com a segunda restringe a excursão da posição
do ímã no domínio de facƟbilidade do sistema İsico. A Figura 2 mostra o resultado
obƟdo com tempo de estabelecimento de 1s e overshoot nulo.

Figura 2 – Resultados da simulação do levitador magnéƟco considerando condições LMIs
de taxa de decaimento, restrição na entrada e na saída.

Fonte: Autoria própria (2020).
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CONCLUSÃO
Embora o sistema seja naturalmente instável e não linear, com este trabalho

ficou evidente o potencial da ferramenta fuzzy Takagi-Sugeno para a representação
exata da dinâmica do sistema em uma região de operação. Através dos resultados
simulados, foi possível visualizar o efeito que cada condição LMI afeta na resposta
do sistema realimentado e determinar os pontos posiƟvos e negaƟvos que cadamo-
dificação trazia durante a síntese do controlador PDC.

Trabalhos futuros poderão realizar uma análise comparaƟva entre outras con-
dições de LMIs relaxadas para síntese PDC, bem como invesƟgar estratégias de con-
trole discreto, observadores de estado, rastreamento e técnicas para lidar com in-
certezas do sistema de levitação magnéƟca.

AGRADECIMENTOS
Os autores agradecem à UTFPR, pela parƟcipação no Programa de Voluntariado

em Iniciação Cienơfica e Tecnológica (Edital PROPPG 04/2019 — PIVICT) da acadê-
mica Camila Rodrigues.

REFERÊNCIAS
ATAŞLAR-AYYILDIZ, B.; KARAHAN, O. Trajectory tracking for the magneƟc ball
levitaƟon system via fuzzy PID control based on CS algorithm. In: 2019 IEEE
INTERNATIONAL SYMPOSIUM ON INNOVATIONS IN INTELLIGENT SYSTEMS AND
APPLICATIONS (INISTA), 2019, Sofia. Anais... Piscataway : IEEE, 2019. p. 1-6.

BOYD, S.; et al. Linear matrix inequaliƟes in system and control theory. Philadelphia:
Society for Industrial and Applied MathemaƟcs, 1994. 193 p.

CARDOSO, M. R. S. Controlo inteligente de um sistema de levitação magnéƟca.
2015. Dissertação (Mestrado em Engenharia Eletrônica e de Computadores) -
InsƟtuto Superior de Engenharia do Porto, Porto, 2015.

LENG, P.; et al.. Decoupling control of maglev train based on feedback linearizaƟon.
IEEE Access, Piscataway, v. 7, p. 130352-130362, 2019.

QIAN, KX; et al.. New concepts and new design of permanent Maglev rotary
arƟficial heart blood pumps. Medical Engineering & Physics, Oxford, 28(4), p.
383-388, 2006.

SONG, H.; et al.. Robust H∞ control for disturbance rejecƟon in a magneƟc
levitaƟon device. In: 2019 IEEE 28TH INTERNATIONAL SYMPOSIUMON INDUSTRIAL
ELECTRONICS (ISIE), Vancouver. Anais... Piscataway: IEEE, 2019. p. 2170-2174.

SUN, Y.; et al.. Fuzzy H∞ robust control for magneƟc levitaƟon system of Maglev
vehicles based on TS fuzzy model: Design and experiments. Journal of Intelligent &
Fuzzy Systems, Armsterdam, v. 36, p. 911-922, 2019.

Página | 6



TANAKA, K.; WANG, H. Fuzzy control systems design and analysis: A linear matrix
inequality approach. New York: John Wiley & Sons, 2001.

TANIGUCHI, T.; et al. Model construcƟon, rule reducƟon, and robust compensaƟon
for generalized form of Takagi-Sugeno fuzzy systems. IEEE TransacƟons on Fuzzy
Systems, Piscataway, v. 9, n.4, p. 525-538, 2001.

TAKAGI, T.; SUGENO, M. Fuzzy idenƟficaƟon of systems and its applicaƟons to
modeling and control. IEEE TransacƟons on Systems, Man, and CyberneƟcs,
Piscataway, n. 1, p. 116-132, 1985.

Página | 7


