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Estudo da dinamica nao linear e caos

The study of nonlinear dynamics and chaos

RESUMO

A dinamica das equacgdes nado lineares permite que, apds a andlise de um sistema arbitrario
de equacles seja possivel prever o comportamento do sistema em dado momento. Dentro
do conjunto das equag¢des ndo lineares é possivel encontrar sistemas que exibam
comportamento cadtico, os quais, considerando a grande quantidade de varidveis de
estado, se tornam extremamente sensiveis a quaisquer mudangas nas condigdes iniciais e
alteragdes de parametros. O objetivo do trabalho é a compreensdo da dindmica cadtica em
sistemas ndo lineares a tempo continuo para posterior desenvolvimento de estudos que
apresentem comportamento cadtico na drea da quimica. O objeto do estudo aqui
apresentado é um sistema proposto por Rossler a partir do modelo de Lorenz, um conjunto
de equacdes simplificado que representava a atmosfera em miniatura. O sistema de Réssler,
apesar de ndo ter tido interpretacdo fisica imediata, apresentava uma compreensao
qualitativa mais simples do fluxo cadtico. Para a analise do sistema foi utilizado o software
MATLAB, o qual permitiu a construgdo de programas identificadores de caos como mapas
de Poincaré, diagramas de bifurcagdo e expoente de Lyapunov.

PALAVRAS-CHAVE: Sistemas. Caos. Rossler.
ABSTRACT

The dynamics of nonlinear equations allows that, after analyzing an arbitrary system of
equations, it is possible to predict the behavior of the system at a given moment. Within
the set of nonlinear equations it is possible to find systems that exhibit chaotic behavior,
which, considering the large number of state variables, become sensitive to any changes in
conditions and changes in parameters. The objective of the work is to understand the
chaotic dynamics in non-linear systems in continuous time for further development of
studies that present chaotic behavior in the area of chemistry. The object of the study
presented here is a system proposed by Rossler based on the Lorenz model, a simplified set
of equations that represents the miniature atmosphere. Rssler's system, despite having no
immediate physical interpretation, presented a simpler qualitative understanding of the
chaotic flow. For a system analysis it was used in the MATLAB software, to qualify the
construction of chaos identifier programs such as Poincaré maps, bifurcation diagrams and
Lyapunov exponent.
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INTRODUCAO

Edward Lorenz, meteorologista do MIT, enquanto calculava as solu¢des de um
sistema de 12 equacgdes diferenciais que buscava representar a atmosfera em
miniatura, percebeu a sensivel dependéncia do sistema as condig¢des iniciais.
Reduzindo o sistema, Lorenz obteve o conjunto de trés equacdes diferenciais que
configurava uma corrente de convecgao no qual o fluido quente sobe e o fluido
frio afunda (ALIGOOD; SAUER; YORKE, 1996).

Rossler propds entdo um novo sistema, com o objetivo de representar os
fluxos cadticos de uma forma simplificada, criando um novo modelo a partir do de
Lorenz. Rossler (1976, p. 398) afirma que o principio envolvido no seu novo sistema
nao se refere apenas a constru¢dao de um ilimitado niumero de sistemas cadticos
artificiais, mas que também pode ser uma diretriz para identificacdo de sistemas
naturais que seguem o mesmo comportamento, abrangendo a astrofisica, quimica,
biologia e economia.

MATERIAL E METODOS

Foram estudadas equacdes diferenciais, incluindo a construcdo de programas
de identificacdo de caos no software MATLAB, como mapas de Poincaré,
diagramas de bifurcacao e expoente de Lyapunov.

RESULTADOS E DISCUSSAO

O sistema apresentado por Rossler e apresentado na Eq. (1) possui apenas um
termo nao linear formando um unico espiral.

x=-(y+2)

y=x+ay (1)
z=b+2z(x—c)

A Figura 1 mostra o modelo de Rossler paraa = 0.2, b = 0.2 e ¢ = 5.7, com
os valores iniciais x(0) = 0, y(0) = —6.8 e z(0) = 0.02.

Figura 1 — Atrator de Rossler

Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).
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Para uma compreensao do modelo de Réssler, considera-se inicialmente
apenas o plano xy. A Eqg. (2) possui a origem como equilibrio, ou seja f(v) =0
obtém-se 7 = (0,0).

xX=-y
y=x+ay (2)
A matriz jacobiana Df(¥) representada na Eq. (3) tem como autovalor
atva?-4
— -
- _(0 -1
pf@ =(; ) @)

Tem-se por definicdo que ¥ se torna instavel se a parte real de pelo menos um
autovalor da jacobiana é positivo, o que acontece paraa > 0.Se 0 < a < 2 a parte
imaginaria do autovalor faz com que a solucdo espirale para fora, conforme
mostrado na Figura2 paraa = b = 0.2 e x(0) = y(0) = 0.1.

Figura 2 — Plano de fase
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).

Voltando a considerar a terceira equac¢ao do sistema, comointervalo 0 < a <
2 e ¢ > x. Para pequenos valores iniciais de z, tem-se um comportamento
parecido com o sistema anterior, onde as solugdes espiralam para fora quase que
apenas no plano xy devido ao tamanho de z. No entanto, conforme x aumenta e
consequentemente, ultrapassa ¢, o coeficiente que multiplica z no sistema
representado pela Eq. (1) se torna positivo. Aumentando z, ainda pela Eq. (1),
diminui x, assim transformando-se num ciclo.

As imagens a seguir representadas pela Figura 3 e Figura 4 registram o plano
de fase para o atrator de Rossler para diferentes valoresdecea = b = 0.1, apds
o descarte do transiente. Observa-se que conforme se altera o parametro c ocorre
uma duplicacdo de periodo até que a trajetéria se torna cadtica. Assim como
outros sistemas, a duplicacdo de periodo no atrator de Rossler € uma rota para o
caos.
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Figura 3 — Plano de fase para ¢ = 6, periodo 2 e ¢ = 8, periodo 4
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).
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Figura 4 — Plano de fase para ¢ = 8.7, periodo 8 ec = 9, caos

Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).

O mapa de Poincaré permite a andlise do sistema original com uma dimensao
a menos. E feito um corte na regidio transversal ao fluxo do sistema. Dessa forma,
a cada periodo de tempo que o fluxo corta a regido transversal é feito um ponto
no mapa. Se a solugdo for periddica, a quantidade de pontos presente no mapa
serd a mesma quantidade de periodos. Para a construcdao do algoritmo para o
mapa de Poincaré é necessario se descartar o transiente e a cada ciclo completo,
armazenar os valores de x e z, ja que o corte foi feito paralelo ao eixo y. Para
diminuir os erros devido a simulacdo numérica, o sistema foi programado para
igualar os valores que divergiam num intervalo menor que 0.05. As figuras
mostram o mapa de Poincaré para os mesmos parametros avaliados na anadlise

anterior.
Figura 5 — Mapa de Poincaré ¢ = 6, periodo 2 e ¢ = 8, periodo 4
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).
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Figura 6 — Mapa de Poincaré para ¢ = 8.7, periodo 8 ec = 9, caos
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).

12 125 13 135 14 10.5 1" 1.5 12 125 13 135 14 14.5

Assim como os métodos até agora apresentados, o mapa de bifurcacdo é uma

ferramenta bastante atil para identificacao de érbitas cadticas. Sendo assim, tem-
se uma maneira mais clara e didatica de observar a duplicacdo de periodo como
rota para o caos no atrator de Rdssler. O mapa contém o pardmetro ¢ variando no
eixo horizontal e a variavel x no eixo vertical. Seguindo a mesma légica da
construcdo do mapa de Poincaré, a cada passo de tempo x repete seu
comportamento, e assim pode-se avaliar a quantidade de periodos existentes
conforme se varia o parametro c. Para a construcdo do mapa de bifurcacdo foi
necessario descartar o transiente da solucdo e a cada ciclo completo em dado
parametro, plotar o maximo valor de x. Foi avaliado o parametro ¢ no intervalo de
0<c<46compassode0.0lea=b =0.1.

Figura 7 — Mapa de bifurcagdo para o atrator de Rossler
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Fonte: Autoria prdpria através do Software MATLAB (2020).
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Uma maneira de caracterizar sistemas cadticos a tempo continuo é através da

separacdo exponencial de trajetérias que inicialmente se encontram muito
proximas, demonstrando a sensivel dependéncia as condi¢les iniciais. Essa
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guantificacdo do caos pela separacao exponencial das trajetdrias proximas se da
pelo expoente de Lyapunov.

Para tempo continuo, a ideia é que considerando um conjunto de equacdes
com condicdo inicial xo, existam varios pontos infinitesimalmente préximos a esse
valor inicial formando uma esfera. Pelo centro da esfera passa a trajetéria inicial
do sistema, chamada de trajetdria fiducial. Apés um tempo t, a esfera sofre
deformacdes, se transformando em outra forma geomeétrica, elipsoide (GALDINO,
2018).

Existem vdrios métodos para encontrar numericamente o espectro de
Lyapunov de um sistema n dimensional, entre eles a abordagem cldssica,
conhecida como método do mapa tangente. Esse método tem como objetivo
calcular as divergéncias de n vetores ortogonais a partir da constante aplica¢do do
mapa tangente (DIOGO et al., 2009).

A Eq. (4) mostra a equagdo linearizada para a obtengdo do mapa tangente,
onde J(x, t) é a jacobiana do sistema.

dCx,t) =J(x,0). ¢(x,0) (4)

Tanto os primeiros n vetores ortogonais quanto ¢ (xo0) sdo definidos como
a matriz identidade. Assim se integra, durante um tempo T, a equacdo original
juntamente com as n equacgdes linearizadas. Assim o primeiro vetor transformado
na primeira iteracao serd dado por:

8,2 = ¢ (x, 0). 8, /|8, o

Como os vetores tendem a se alinhar na direcdo mais expansiva conforme
ocorrem as iteragdes, aplica-se o método de ortonormalizacdo de Gram-Schmidt.
¢ inicial para a nova integracdao sera novamente definido pela matriz identidade.
Assim o espectro de Lyapunov, apds K iteracbes, é calculado para o maior
expoente como:

Al = $Z§=1 lTL ||61x(k)|| (6)

O sistema é considerado cadtico desde que, ao menos um dos expoentes
seja positivo. Expoentes positivos significam que o fluxo esta se expandindo
enquanto os negativos demonstram uma contragdo. A tabela a seguir mostra o
espectro de Lyapunov para o sistema de Rossler paraa = 0.15,b =0.2,c =10e
os valores iniciais x(0) =0, y(0) = —6.8 e z(0) = 0.02. O tempo final foi de
10000seT = 0.5.

Tabela 1 — Espectro de Lyapunov
4 A2 A3
0.0853 0.0002 -9.6010
Fonte: Autoria prdpria através do Software MATLAB (2020).

Assim como no mapa de bifurcacao, foi possivel calcular o maior expoente de
Lyapunov enquanto se variava ¢ no eixo x. Utilizando as mesmas condic¢des iniciais
da Tabela 1 e os parametros 0 < ¢ < 46 compassode 0.01ea = b = 0.1, tempo
final de 4000 s e T = 0.5 obteve-se a Figura 8. Nota-se que o expoente aumenta
quando as trajetdrias tornam cadticas e diminui consideravelmente quando possui
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uma janela de periodicidade. O expoente volta a diminuir em ¢ préoximo a 46
quando as drbitas voltam a ser periddicas.

Figura 8 — Maior expoente de Lyapunov para variagao do parametro ¢
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Fonte: Autoria prépria através do Software MATLAB (2020).

CONCLUSAO

O estudo dos sistemas que apresentam comportamento cadtico é muito util
para modelos reais que podem ser representados por eles e que inicialmente, sdo
dados como imprevisiveis como previsdao do tempo, mercado financeiro, tais como
em outras areas da ciéncia. Além disso, muitos sistemas podem utilizar do caos
como um beneficio. Dentro da drea quimica temos misturas cadticas ou
aprimoramento da transferéncia de calor através da adveccdo cadtica.
Abrangendo toda a teoria do caos, os fractais, por exemplo, podem ser usados para
a fabricacdo de pele artificial. As possibilidades sdo infinitas e a andlise de sistemas
como o de Rdssler podem ser porta de entrada para o desenvolvimento de muitos
estudos promissores.
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