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Estudo numérico de um modelo de infiltragao de agua

Numerical study of a water infiltration model

RESUMO

Neste trabalho realiza-se o estudo numérico da equagdo de Richards. O objetivo é
determinar a carga gerada pela pressdo da dgua no solo em posi¢des e tempos pré-
determinados do modelo de infiltragdo horizontal da equagdo. Utiliza-se o método de
diferencas finitas, que a partir de aproximacdes das derivadas, decorrentes da expansado de
funcdes em séries de Taylor, transformam uma EDP em um sistema de equacdes algébricas.
Aplicam-se aproximagGes progressivas e centradas para as derivadas temporal e espacial da
equacdo de Richards, respectivamente. O cdodigo computacional desenvolvido é
implementado no software Scilab. As simulagdes numéricas tem como objetivos validar o
método numérico proposto e visualizar graficamente a carga de pressao distribuida no perfil
do solo durante a infiltragdo.

PALAVRAS-CHAVE: Diferengas finitas. Equagdes diferenciais parciais. Solos.

ABSTRACT

In this work, the numerical study of the Richards equation is carried out. The objective is to
determine the load generated by the water pressure in the soil at predetermined positions
and times of the horizontal infiltration model of the equation. The finite difference method
is used, which, from approximations of the derivatives, resulting from the expansion of
functions in Taylor series, transform an EDP into a system of algebraic equations.
Progressive and centered approximations are applied to the temporal and spatial
derivatives of the Richards equation, respectively. The computational code developed is
implemented in Scilab. The numerical simulations aim to validate the proposed numerical
method and graphically visualize the pressure load distributed in the soil profile during the
infiltration.

KEYWORDS: Finite Difference. Partial Diferential Equations. Soil.
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INTRODUCAO

A andlise de propriedades fisicas do solo é de extremo interesse para varias
areas da ciéncia, em especial para as areas da Engenharia Civil e Agronomia. Uma
dessas propriedades é a capacidade de infiltracdo em solos ndo saturados, que
corresponde a passagem de liquidos pelos poros a partir da superficie do solo.

No ano de 1931, o fisico Lorenzo Adolph Richards elaborou uma equacdo que
é capaz de descrever o movimento de agua em meio a solos porosos, chamada de
equacao de Richards, RICHARDS (1931).

3 on(52)

A Eqg. (1) possui como base o principio da conservagdo de massa e a Lei de
Buckingham-Darcy, com 8 inidicando a umidade volumétrica, ¥ representando o
potencial matricial / potencial capilar, K (¥) indica a condutividade hidraulica do
solo ndo-saturado, z representando a coordednada vertical e t representa o
tempo. Esse modelo é uma equacdo diferencial parcial (EDP), que é
frequentemente utilizada na modelagem de fen6menos fisicos de diversas areas
cientificas.

O estudo numérico da equacdo de Richards neste trabalho foi elaborado sobre
a dissertacdo de Mestrado de Freitas (2015). O objetivo é determinar a solucdo
numérica da equacdo de Richards analisada na horizontal por meio da aplicacdo
do método das diferencas finitas (MDF). E construido um cédigo computacional no
software Scilab, com posterior realizacdo de simulagées numéricas considerando
dados de contorno e fronteira propostos por Freitas. Além disso, com os dados
obtidos realizam-se observacdes de estabilidade e convergéncia do método
utilizado.

METODOLOGIA

Considera-se a Eq. (1) linearizada na base ¥ com seguintes condic¢des iniciais
e de contorno:

v 9%y K,
ot~ P gz com b=z Oy

Y(z,0) = yinicial(;) 0 <z <L
¥(0,t) = ¥, t >0
Y(L,t)=¥,t >0

Para a geracdo de uma malha de pontos espacial e temporal, tendo como
origem a driscretizagdo do dominio da equagdo dado por (z,t) € [0,L]x[0, T].
Devem-se escolher valoresdenem € N, e definir h e k dados por:
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L
h=;,O=ZO,L=Zn

T
kza,Ozto,thm

Deste modo criam-se pontos de malha (z,t), dados por z;,; =2z + hcomi =
0,....n—1letj; =t +kcomj=0,....m—1.

O método implicito de Crank-Nicolson aproxima o valor das derivadas da EDP
no ponto (xi, tj + %) = (ih, (j + %) k) por meio de expansdes de Taylor progressiva
e centrada nas variaveis de tempo e espago, respectivamente.

o1 o, 1
'Pt<l;]+§> = .BLPZZ<1+]+E>

Y@j+D Y0y

= )+ D+ ¥0))

k
Com
v, >G,j+1) = l1'(L'+1,j+1)—2(11'1(hi,Zj+1)+l1rf(i_1,j+1)
y, (i,)) = LELD2@E)HPEL)

h2

Com o uso dessas aproximacOes, chega-se no seguinte sistema de equacdes
algébricas:

—kp 1 kp 11 kB i (2)
212 vl <1 * h2> v/ T onz Vi
kB kp kp
= gi ¥+ (1= 52) W+ g

Na Eqg. (2), B é a difusividade da dgua constante. Esse sistema de equagGes
algébricas é matricialmente representado por:

Ay =By +C (3)
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vdlida para j >= 0. Na Eq. (3) temos que A e B sdo matrizes tridiagonais que

dependemdea =1+ uf, b = —

up

2

a b 0 .. 0 c -b

b a =~ - : -b
A= |0 ~on 0 B=10

: a b

Lo 0 b ol 0

ec=1—puf,u= % como abaixo:

0

0
c —-b
—-b ¢

O vetor C carrega os valores das condi¢des de contorno do problema. A Eq. (3)

é incondicionalmente estavel e apresenta ordem de precisdo O(k, h?), BURDEN
(2008).

RESULTADOS

Condigdes de contorno prescritas.

w(t,0)= ¥, L=1)=0.

Condicao Inicial dada em todos os nos.

¥(0,z) = sen(nz).

Para as simula¢des numéricas utilizando cddigo computacional desenvolvido
no software Scilab foram considerados os seguintes dados:

ks = 3 x 107° [m/s] Condutividade hidraulica saturada.

0 = 0,5 [m3/m3] Umidade saturada.

0, = 0,1 [m3/m3] Umidade residual.

a = 0,0000075 [m~1] Relacio gravidade capilaridade.

L = 1[m] Comprimento da coluna do solo

T em horas,com0 <t <T.

Na Figura 1 abaixo estd ilustrado o perfil do potencial capilar do solo ¥ no

tempo T = 2 horas. Foi utilizada uma malha com 20 nés no dominio temporal e 20
no dominio espacial, representados no eixo vertical e horizontal
respectivamente, das figuras a seguir.

nos
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Figura 1 — Perfil do potencial capilar

Fonte: Autoria propria (2020).

Considerando a mesma malha de pontos, na Figura 2 esta ilustrado o perfil da
umidade volumétrica do solo 6 no tempo T = 2 horas.

Figura 2 — Perfil da umidade volumétrica
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Fonte: Autoria propria (2020).

Realizaram-se alguns outros testes para tempos maiores (de 4h e 8h) variando
os numeros de pontos na malha, com obtencdo de resultados similares. Também
se comparou o perfil do potencial capilar da Eq. (2) com a solu¢do analitica da
equacdo do calor, dado que o modelo de Richards nesse caso é similar. O erro
obtido nessa comparacdo foi da ordem de 1078, o que reforca a ideia da
convergéncia do método numérico utilizado.
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CONCLUSAO

Com este trabalho foi possivel aplicar o método de Crank-Nicolson e estudar
o comportamento numérico da solucdo da equacao de Richards linearizada no
caso da infiltracdo horizontal. Foram observadas a partir das solu¢des numéricas
em diferentes passos de tempo, a convergéncia e estabilidade do método para
esse modelo. Além disso, também observou-se o comportamento fisico esperado
para o problema de infiltragdo a partir da comparacao do perfil de umidade do solo
em diferentes pontos da coluna de solo para um tempos fixos.
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