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Resolugao Numeérica de um Modelo de Vibragao em uma
Barra Elastica

Numerical Solution of a Model for Longitudinal Vibrations
of a Bar

RESUMO

Este trabalho tem como o objetivo o estudo sobre a resolugdo numérica de um modelo de
vibragGes longitudinais em uma barra elastica de comprimento L. Escolhe-se para a
discretizacdo da malha espacial o método dos elementos finitos e para a malha temporal o
método de Crank-Nicolson, que se comporta de maneira estavel com modelos similares.
Ap0s a discretizagdo espacial, aplica-se juntamente com o método de Crank-Nicolson, um
método de predigdo-corregdo para resolugao do sistema de equagdes diferenciais ordinarias
obtido. Este trabalho é uma parceria com um grupo de pesquisa da Universidade Federal do
Rio de Janeiro e estd em andamento. Atualmente, esta se desenvolvendo o cdédigo
computacional no software Octave para obtencdo de solugdo numérica, para posterior
validacdo dos métodos utilizados e realizagdo de testes numéricos de convergéncia.

PALAVRAS-CHAVE: EquacGes diferenciais parciais. Método dos elementos finitos.
Diferencgas finitas.

ABSTRACT

The objective of this work is to solve numerically a model of longitudinal vibrations of an
elastic bar. With this aim in mind two methods were chosen: the finite element method for
the discretization of the spatial mesh and the Crank-Nicolson method for the temporal one.
After the spatial discretization, a predictor-corrector scheme was applied along with the
Crank-Nicolson method for the resolution of the differential partial equation system. This
work is a partnership with a Federal University of Rio de Janeiro group and is not finished.
Currently a computational code is being made in Octave with the aim to validate the
numerical methods used and after that numerical tests of convergence shall be made.

KEYWORDS: Partial diferential equations. Finite elements method. Finite Difference.
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INTRODUCAO

Nesse trabalho temos com o objetivo de dissertar sobre o estudo feito sobre
a resolucdo numérica de um problema de vibragcdes longitudinais em uma barra
eldstica de comprimento L e que estd sujeita a uma forca nesse extremo.

Esse problema é modelado a partir de uma equacéo diferencial parcial (EDP)
gue tem segunda derivada no tempo e quarta no espaco, como visto abaixo.
L, 0 6u|p ou N ou N o*u'
ox \10x| ox ox dx*
u(0,t) =0,t >0

=0,xeQt>0

"L ou L P ou L /_{au L 23’ 1) =0 0 ()
W+ 0| W |+ w-SZw =0 >

\u(0,x) = u®(x),u'(0,x) = ul(x),x €Q
au
ot

comQ = (0,L),u=u(t,x)eu =

O modelo descrito na Eq. (1) é obtido a partir de um problema fisico de
Timoshenco-Young-Weaver em Weaver et. al (1990). Para estudar esse problema
numericamente, usou-se o método de elementos finitos (MEF) na discretizacdo da
variavel espacial, juntamente com o método de Crank-Nicolson na a discretizacdo
da variavel temporal do problema, tornando-o assim um problema totalmente
discreto que devera ser resolvido com o auxilio de uma rotina computacional,
como descrito em Burden e Feires (2008).

A escolha desses métodos foi inspirada por resultados numéricos estaveis e
convergentes obtidos no estudo numéricos de modelos similares ao descrito na
Eg. (1), como pode ser observado em Rincon et. al (2016).

MATERIAIS E METODOS

Inicia-se o estudo numérico da Eq. (1) aplicando o MEF. Para isso, é necessario
utilizar a formulagdo fraca do problema. Essa formulagdo considera o espago de
dimensdo finita V,, C H%(O, L) gerado pelo conjunto [¢,,¢,,...,¢ ] A
formulacdo fraca da Eq. (1) é dada por:

2

a%u’
w",z) + <6 > ) + (g(u(t)),z) +u"(L,t)z(L) =0,

@(©0,%),2) = @2  @(0,x),2) = (u',2)

com z € H2(0,L) = {v € H?(0,L),v(0) = v,(0) = 0}. Para esse sistema

p
considerou-se a fungao g(u(t)) = |—| a_u com p = 1 para garantir a unicidade

(2)

de solucdo do modelo. A existéncia é garantlda sempre que os dados iniciais u® e
u' pertencem ao espaco H2(0,L) n H*(0,L).

Se considerarmos z € V,, ¢ H?(0,L), o problema torna-se encontrar u,, :
[0,T] - V;,, que é a projecdo da solugdo do problema forte no espaco de
dimensao finita escolhido.

Para representar o espago V;,, considerou-se as fun¢des de base (¢p) dadas
pelo polinbmio interpolador de Hermite. Esses polinémios interpolam a fungao a
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primeira derivada. Para a estruturacdao numérica do problema, fez-se necessario a
divisdo do intervalo [0,L] usando os nds de malha 0 =x; < x, < < xp, <
Xm—1 = L, tal que M € N. Para cada n6 x; definiu-se uma fungdo interpoladora
¢; e uma fungdo interpoladora da derivada i;, dadas por:

¢i<x)={<|"‘xl|—1> el

x.
L| + 1), Vx € [xi—lﬂxi+1]' (3)
0, VX € [Xi_1, Xi41]-

X — X;
T L B e .
0, VX & [X;_1,Xi41]-

RESULTADOS PARCIAIS

Considerando ¢; e Y; (i = 1,2, ..., m — 1) os elementos da base do espaco V,,
e usando u,, (t) e v, (t) = u,, (t), pode-se representar as solugdes semi-discretas
do problema dado pela Eqg. (2) por:

(6, = ) (@(O@) + bi(OWi() (5)
U (60 = D (aO@ ) + dOP ) (6)

de modo que determinar a solugdo aproximada do problema u,,(t) passa pela
determinagdo de v,,(t) = u;n(t), que é utilizada em uma mudanca de variaveis
aplicada na Eq. (2). Utiliza-se as Egs. (5) e (6) na Eq. (2), considerando z = (,i)j ez =
l/)j (j=12,..,m—1), e apos alguns célculos é possivel montar o sistema de
equacdes diferenciais ordinarias dado por:

A X'(®) + ByX@®) + G (Y(®O)) + GF(Y(©) =0 (7)
onde Aij = (Ajj +xij) e

X(®) = [c1(8) ca(t) + cmoq (®) dy(8) do () =+ A1 (O],

Y(6) = [ar () az () =+ A1 () by (8) o (8) *+* b1 (D],

A (di, 9)) (¢i,¢j)]
Y (D) @uypf

B.. = ((:bxxi' ¢xxj) (lpxxi' ¢xxj)
Y (¢xxit 1pxxj) (lpxxit 1pxxj) ’

N (CAOXN() <wi(L),¢,-<L))]
A (ORI WA ORI

GHY (D) = (g, a; ()i (x) + b (O)1h; (X)), By (X)),
GH(Y(®) = (9T @:® i () + by (Wi (), Py (3)):
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As matrizes A e B sdo formadas a partir dos produtos internos das fungdes ¢
e Y, indicados por (¢,), e a matriz x a partir dos produtos de ¢ (L) e P(L).

Como é possivel ver, o sistema de equacdes diferenciais dado pela Eq. (7)
mantém-se continuo na varidvel temporal. Para que esse sistema seja resolvido
numericamente, aplica-se o método de Crank-Nicolson.

Para essa discretiza¢do da varidvel temporal, considera-se o intervalo [0, T],
com T suficientemente grande, com um espagcamento uniforme de tamanho AT =
T/N, onde N € N. O método de Crank-Nicolson é um método estavel que
transforma o sistema dado na Eq. (7) em um sistema de equacgdes algébricas.

Considerando que t™ = nAt, denotamos por ul, = u,,(t") a solugdo
totalmente discreta do problema dado na Eq. (1), para cada m,n € N. Tomando
otempot = t""1/2 = t™ 3 Eq. (7) pode ser reescrita como:

AyX'(E) + By X (™) + GHY (£™) + G2(Y(t™)) = 0 (8)

Considerando as seguintes aproximacdes validas para todos os componentes
de X(t) e Y(t).

n_yn—1
X/(tn*) — (Xn*)/ — X=X . (9)
At
e v xNyxn—1
Xt =X =— (10)
Y™ =y = 3ynTioyn=? (11)

2

Substituindo as Egs. (9, 10 e 11) na Eq. (8) é obtém-se a equacgdo a seguir:

R R 3
(24 + AtB)X™ = (24 + AtB)X™* — 2AtG} (Y™ % + 220X X0
3 (12)

—2AtGF (Y2 + ZAt(xn-l + X"72))

valida paran > 2.

Para inicializar-se o processo iterativo e solucionar o problema descrito pela
Eq. (12) é necessério que X%, X1,Y? e Y existam e sejam conhecidos. Portanto
para obter X° e Y? usa-se as condicdes dadas do estado inicial do problema, ou
seja, upy(0) = u°(0) e v,,(0) =ul(0). As funcdes u,,(0) e 1,(0) sdo as
proje¢des dos dados iniciais no espago de dimensdo finita 1.

De maneira a encontrar X! e Y usa-se o método de predicdo-correcdo. Com
isso considerando a predicdo de Y* = Y°, obtém-se o valor de X1*. Esse valor
entdo é usado para o célculo de Y1, que por sua vez corrige o valor de X*. E
importante observar que esse processo so precisa ser realizado uma uUnica vez. A
partir dai, sdo conhecidas todas as informacdes necessarias para obtencdo do
vetor X™ para cada passo de tempo n > 2.

CONCLUSAO

Esse é um trabalho em andamento e em parceria com pesquisadores do
departamento de Ciéncia da Computacdo da Universidade Federal do Rio de
Janeiro, e encontra-se atualmente em desenvolvimento, na fase de validacdao do
codigo computacional. O mesmo estd sendo desenvolvido no software Octave®.

Pégina | 4



£ 28 509 X Seminario de Extenséo e Inovagao
\‘ XXV Seminario de Iniciagéo Cientifica e Tecnolégica
S I CI TE 23 a 27 de Novembro | Toledo - PR e o

UTFPR - CAMPUS TOLEDO CAMPUS TOLEDO

Espera-se que apds validacao e obtencao da solugdao numérica para esse problema,
possa ser realizada a andlise numérica do mesmo, relacionando as escolhas de
malhas temporais e espaciais com estabilidade e convergéncia do método
numérico utilizado.
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