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Métodos de otimizagao: resolugao de problemas de
programac¢ao nao-linear.

Optimization method: solving nonlinear programming

problems.
RESUMO
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6tima de uma fung¢do. A otimizagdo ndo-linear, como o préprio nome diz, ndo possui um
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Brasi ou minimizar a funcdo objetivo. No presente trabalho, serdo discutidos os principais métodos

de otimizagdo nao-linear irrestritos: Gradiente, Newton, Direcdes Conjugadas e Quase-
Newton. Também é abordado como a escolha do tamanho de passo e do método de descida,
influenciam diretamente ao tempo de execugao e posteriormente a convergéncia da fungdo
objetivo.
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INTRODUCAO

As técnicas de otimizacdo podem ser utilizadas quando ndo existe uma
solucdo simples e diretamente calculdvel para o problema. Isso geralmente ocorre
guando a estrutura do problema é complexa, ou existem milhdes de possiveis
solugGes (VIALI, 2016).

Um problema geral de otimizacdo consiste em encontrar um vetor de
coordenadas finais que satisfagam as condicbes de minimizadores ou
maximizadores da funcdo trabalhada (ANDRETTA, 2010).

Neste contexto, considere o problema de otimizacdo definido por minimizar
f(x), sujeitaax € S,emque f:R" >R eS c R" e S é o conjunto factivel.

Defini¢do 1. Um ponto x* € S é um minimizador local de f <> existe ¢ >
0/fX)=f(x)Vx € S/|lx—x"|| < e.

Quando a desigualdade acima é valida paratodo x € S, sera tratado como
um minimizador global ou absoluto. Se as desigualdades sujeitas a x € S forem
estritas para x # x*, serad dito que que x*é um minimizador estrito. Se ndo for
mencionado no conjunto S, significa que S = R™ e, portanto, devera ser tratado
como um problema irrestrito (RIBEIRO e KARAS, 2014).

Existem algumas condicdes que valem ser apresentadas para que ocorra a
otimizacdo da funcdo objetivo. O Teorema 1 e o Teorema 2, apresentam essas
condicdes.

Teorema 1 (Condicdo necessaria de 12 ordem). Seja f : R™ — R diferencidvel
no ponto x* € R™. Se x*é um minimizador local de f, entdo,

Vf(x*) = 0. (1)

Um ponto x* que cumpre a condigdo proposta pelo teorema, é dito ponto critico ou
ponto estacionario da fungao.

Teorema 2 (Condigdo necessaria de 22 ordem). Seja f : R™ — R duas vezes
diferencidvel no ponto x* € IR™. Se x*é um minimizador local de f, entdo a matriz
Hessiana de f, dada por V2 f (x*), semidefinida positiva, isto é,

dTV%f(x)d = 0 (2)
para todod € R™

Convém ressaltar que se x*é minimizador local de f, entdo, dado uma
distancia d e um tamanho de passo t, pode-se afirmar que:

f&x™) < f(x" +td). (3)

Existem distintos meios de calcular o tamanho do passo e a dire¢do de descida
que serd dada para chegar em um ponto que atenda as condi¢Ges previstas.

TAMANHO DO PASSO

Calcular o tamanho do passo pode ser algo complexo, para alguns tipos de
fungdes, isso influencia diretamente na convergéncia do algoritmo. Neste
trabalho, serdo utilizadas a Busca Exata e a Condi¢do de Armijo.
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A Busca Exata tem como objetivo minimizar a fung¢do f(xk + tkd") em
ty, dada a direcdo de descida. Através da Figura 1(a), é possivel observar que é
possivel chegar ao valor 6timo da funcao em apenas uma iteracao.

A condicdo de Armijo, por outro lado, utiliza métodos inexatos para obtencao
do t. Para obtencgdo do t, por Armijo, dados x* € IR™,d € IR",e y,n € (0,1) 0
objetivo é testar t = yt até que f(x* +td)> f(x*) + ntVf(x*)Td. Através da
Figura 1(b), é possivel observar que foram necessarias algumas iteracGes para
obtencdo do tamanho de passo, t.

Figura 1 - Tamanho do passo t calculado

(a) por Busca Exata (b) pela Condi¢do de Armijo
o o8 /f
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Fonte: PENG (2020). Fonte: O autor (2020).

Note que, diferente da Busca Exata, a condicdo de Armijo pode nao presar
pela exatidao.

DIREGAO DE DESCIDA

Fundamental na determinacao dos algoritmos, a escolha da direcdo é o que
afeta diretamente na convergéncia.

Teorema 3. Se Vf(x*)Td < 0, entdo d é uma direcdo de descida para f, a
partir de x*.

Satisfazendo a condicdo do Teorema 3, é possivel determinar infinitas
direcGes de descidas. Sendo assim, os diferentes métodos se distinguem pela
forma como calcular a direcdo, d¥. O Algoritmo 1 apresenta o algoritmo geral de
descida.

Algoritmo 1- Algoritmo geral de descida.

Dado: x° € IR™,

Repita enquanto Vf(xk) 0
Defina a direcdo d¥
Escolha t; > 0 tal que f(xk + tkdk) < f(xk)
Faca x* = x* + ¢, d¥

k=k+1

Os métodos basicamente se diferenciam pela determinacdo da diregdo d*:
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-Quando d¥ =- Vf(xk) temos o método de Cauchy ou método do Gradiente, que
consiste em fazer uma busca na direcao oposta do gradiente da fungdo objetivo no
ponto corrente.

- Quando d¥ = - (V2f(x*))™* Vf(x*) temos o método de Newton, que visa
minimizar uma fungdo f através de uma aproximagdo local por uma fungdo
quadratica e resolver sistemas Vf (x) = 0, muitas vezes ndo lineares.

- Quando d¥ = - Vf(x**1) + B,.d* temos o método de DiregBes Conjugadas. E
preciso definir a primeira direcao descida por meio do método de Cauchy, e as
sucessivas descidas pela inclusdo de uma nova combinagdo do parametro 3, dado
_ (dk)TA Vf(xk+1)

por ﬁk - (dk)TAdk

- Quando d¥ = - Hka(xk), onde H, € R™"*™ e H;, > 0 temos o método Quase-
Newton surgiu com a proposta de ndo calcular a matriz Hessiana, mas sim, realizar
uma aproximacdo iterativa de sua inversa. Existem variacbes deste método e,

essas variages consistem basicamente, na forma de calcular Hy, a saber Métodos
DFP e BDGS.

A partir do estudo de tais métodos, sera apresentado algumas discussdes
numeéricas a seguir.

RESULTADO E DISCUSSOES

O objetivo desse trabalho é fazer com que o leitor tenha uma ideia de como a
escolha do método; dos pontos iniciais; da forma de obter o tamanho do passo
influenciam diretamente na convergéncia da funcao objetivo.

O ideal para que se obtenha o minimizador é fazer com que a condi¢do de
parada do algoritmo seja Vf(xk) = (0. Atender essa condicdo se torna muito
custoso, computacionalmente, para certas func¢des. A condicdo adotada foi
Vf(xk) < 107*. Na obtencdo do tamanho do passo por Armijo, foi adotado y =
0,8 e =0,5. Vale destacar que os algoritmos foram projetados em Matlab.

A Tabela 1, apresenta os resultados obtidos para algumas funcdes.
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Tabela 1 - Resultados obtidos a partir da aplicacdo de fungdes nos
algoritmos estudados

Funcdo objetivo Direcdo de descida Tipo do passo
Busca linear exata [1,1] 11 1,3577
Cauchy ,_
Armijo [1,1] 20 2,3527
Busca linear exata [1,1] 1 0,1326
Newton .
Armijo [1,1] 1 0,03727
- _ 2 2 -
12 f(x,y) =5+x%2+4y Direciio Conjugadas_Bk Busc»z-x linear exata [1,1] 2 0,1509
Armijo [1,1] 11 1,3659
Quase-Newton DFP Busc'e_x linear exata [1,1] 2 0,2988
Armijo [1,1] 5 0,5363
Quase-Newton BFGS Buscf: linear exata [1,1] 7 14,5616
Armijo [1,1] 5 1,3965
Busca linear exata [1,1] 1 0,1369
Cauchy -
Armijo [1,1] 6 0,6270
Busca linear exata [1,1] 1 0,1297
Newton .
Armijo [1,1] 1 0,0375
a — 2 2 "
2 flx,y) = 2x%+ 2y Direciio Conjugadas_BKfr Buscf'? linear exata [1,1] 1 0,092
Armijo [1,1] 4 0,5828
Quase-Newton DFP Busc.z? linear exata [1,1] 1 0,1492
Armijo [1,1] 2 0,1715
Quase-Newton BFGS BuscAaA linear exata [1,1] 1 0,1652
Armijo [1,1] 5 0,6527
Cauchy Busc»aA linear exata [2,2] -
Armijo [2,2] 6 1,3924
Newton Bus?a. linear exata [2,2] - -
5 Armijo [2,2] 3 0,2469
a fC ) = 26 Busca linear exata [2,2] - -
32 xY) = x2+y Dre¢do Conjugadas_Bfrpr - ’
Armijo [2,2] 4 0,4726
Quase-Newton DFP Buscﬁ linear exata [2,2] - -
Armijo [2,2] 4 3,3694
Quase-Newton BFGS Busc_e_z linear exata [2,2] - -
Armijo [2,2] 4 3,577
L d. - Metodo ndo aplicado para a fungdo.

Fonte: O autor (2020).

Como a 32 fungdo ndo é quadratica, logo, a escolha do passo por Busca Exata
poderia se tornar invidvel, computacionalmente. Por esse motivo, o método da
Busca Exata, foi aplicado apenas para fungdes quadraticas.

Analisando os resultados contidos na Tabela 1, é possivel afirmar que: (i) Nem
sempre o maior nimero de iteracGes significa maior tempo de execucdo; e (ii)
Funcdes quadrdticas tem garantia de convergéncia para todos os métodos
estudados, de acordo com o Teorema 2.

Apds a apresentacdo dos resultados numéricos, serd apresentada uma
discussdo grafica. Para tal, foi a 12 funcgao, cujo grafico e curvas de nivel podem ser
vistas no grafico da Figura 2.

Figura 2 - Representacdo grafica da 12 funcdo
fix,y)= 5+3%%+ 4y2
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Fonte: O autor (2020).

A Figura 3(a), apresenta o caminho feito pelo algoritmo até chegar ao
minimizador, com a escolha de passo dada pela Condi¢ao de Armijo. E na Figura
3(b) temos uma aproximacgdo de f, onde, é possivel observar melhor o caminho
percorrido. Ao todo, foram necessarias 20 iteragGes para alcangar o minimo. A
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escolha do passo por Armijo, resulta em poder caminhar em qualquer direcao,
formando angulos distintos entre si, desde que essa seja uma direcdo
minimizadora qualquer.

Figura 3 — Convergéncia do Algoritmo de Cauchy para a fungao
flx,y) =5+ x% + 4y?

(a) Definido pela Condigdo de Armijo (b) Aproximacao grafica “zoom”
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Fonte: O autor (2020). Fonte: O autor (2020).

Para fazer uma comparacdo grafica, tem-se a juncdo do Método de Direcdes
Conjugadas com tamanho de passo dado por Busca Linear Exata, na Figura 4.

Figura 4 — Convergéncia do Método Gradientes Conjugados para a fungao
flx,y) =5+ x% + 4y?

(a) Definido pela Busca Linear Exata (b) Aproximagao grafica “zoom”
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Fonte: O autor (2020). Fonte: O autor (2020).

Essa convergéncia se deu de forma bem sucinta pois, esse método acelera a
convergéncia no método de Cauchy, logo, essa combinacdo mostrou ser uma das
mais melhores a ser feita.

CONCLUSAO

Nem sempre é possivel alcancar os minimizadores, uma vez que, atingi-los
pode depender de diversos fatores, dentre eles: a escolha do passo; o método de
descida; e um dos mais importantes, os pontos iniciais.

Péagina | 6



Qo Q . . )
X Seminario de Extens&o e Inovacéo
2020 e

XXV Seminario de Iniciagao Cientifica e Tecnolégica

PR
NSICITE 352 deNovemteo | Tojonph , mmmem

UTFPR - CAMPUS TOLEDO CAMPUS TOLEDO

)

Pontos iniciais mal estabelecidos, podem levar a divergéncia dos métodos,
em oposicdo, pontos iniciais bem estabelecidos, podem levar a convergéncia em
poucas iteracdes. Contudo, a obtencdo de minimizadores pode se tornar uma
tarefa facil ou muito ardua, o que ird influenciar diretamente é a fungdo objetivo.
Portanto, deve-se trabalhar com fungdes objetivos bem modeladas.

Com o presente estudo, foi concebivel o entendimento e compreensdo de
alguns métodos e meios aplicaveis a otimizacao de problemas nao lineares.
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