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Uma implementag¢ao do acelerador de convergéncia de
Steffensen a equagOes nao lineares

An implementation Steffensen’s convergence accelerator
to nonlinear equations

RESUMO

Nesse estudo, foi aplicado o acelerador de convergéncia de Steffensen ao método de
Newton Modificado para a resolugdo de equagdes nao-lineares. Ao realizar a pesquisa, foi
utilizada a linguagem de programagao Python para realizar uma bateria de testes utilizando
os métodos de Newton Padrdo, Newton Modificado e Newton Modificado com o acelerador
de Steffensen. Os resultados mostram que em termos de eficiéncia o acelerador de
Steffensen aplicado ao método de Newton Modificado obteve resultados melhores que o
método de Newton Modificado e em alguns casos, melhor que o Newton Padrao.

PALAVRAS-CHAVE: Método de Newton. Acelerador de Steffensen. Equagdes ndo lineares.
ABSTRACT

In this study, the Steffensen convergence accelerator was applied to the Modified Newton
method for solving nonlinear equations. When performing the research, the Python
programming language was used to perform a battery of tests using the Standard Newton,
Modified Newton and Modified Newton methods with the Steffensen accelerator. The
results show that in terms of efficiency the Steffensen accelerator applied to the Modified
Newton method obtained better results than the Modified Newton method and in some
cases, better than the Standard Newton.
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INTRODUGCAO

Em edificios altos, o projeto de sustentacao e estabilidade da edificacdo conta
com o uso de materiais como ago, concreto e outros elementos. Esse arranjo de
materiais tem como funcdo resistir a esforcos internos e externos exercidos sobre
a construcdo. Nesse tipo de estrutura, forcas laterais sdo exercidas devido a acao
do vento e ndo podem ser negligenciadas (NETO e PIMENTA, 2006).

Para tal tipo de estrutura que sofre a acdo do vento é considerada na analise
estrutural a ndo linearidade geométrica (a consideracdo de grandes
deslocamentos), a qual ndo é restrita a deslocamento, alongamento, rotacGes e
distor¢des (VIEIRA, 2017). Assim, o sistema de equacdes de equilibrio que descreve
o comportamento da estrutura é ndo linear.

Visando realizar simulagbes numéricas que computem os esforcos externos
recebidos por essas estruturas e redistribuam os mesmos aos elementos
estruturais internos de forma a atingir o equilibrio estdtico, é necessario usar
métodos matematicos e computacionais. Em busca de encontrar a solugao
aproximada do sistema de equagdes ndo lineares é possivel empregar métodos
numéricos, como os métodos de Newton (daqui em diante chamado de Newton
Padrdo), Newton Modificado, Secante, entre outros. Ao entrar nesse campo, é
importante que existam pesquisas que busquem métodos numéricos mais
eficientes, para que possam surgir softwares de simulagdo estrutural que
obtenham a solu¢do do problema com um menor tempo de processamento.

Neste resumo, é aplicado ao método de Newton Modificado o acelerador de
convergéncia de Steffensen (Burden e Faires, 2011). A linguagem de programacao
Python é utilizada a fim de criar rotinas para a solucdo das equacdes. Os resultados
numéricos obtidos apontam que houve uma melhora no desempenho em
comparac¢do ao método de Newton Modificado padrao, haja vista que a solugdo
dos problemas foi obtida com um menor nimero de iteragdes e menor tempo de
processamento.

MATERIAIS E METODOS

Uma pesquisa em torno de uma melhora na eficdcia de um método numérico
exige que se fagam comparacbes com outros métodos para que se obtenham
parametros de andlise. Foram implementados neste trabalho os seguintes
métodos: Newton Padrdo (NP), Newton Modificado (NM) e Newton Modificado
com Acelerador de Steffensen (NMA), descritos a seguir nesta secao.

Para encontrar a solugdo de equacdes n3o lineares f(x) = 0 estes métodos
utilizam um valor inicial e uma sequéncia {xk} que converge para a raiz © de f (x):

f@)=0o. (1)
Um exemplo cldssico de esquema iterativo é o método de NP definido por

f(xk)
Xp+1 = Xk — fl(x};)' (2)

em que f'(x;) é a derivada primeira de f no ponto x;, xj é o valor de x da iteragdo
anterior (k) e x4+, € o valor de x na iteragdo corrente (k+1). Portanto, a cada
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iteragdo realizada é encontrado um novo valor da sequéncia (x;41), 0 qual espera-
se estar cada vez mais préximo do valor da raiz ©.

E comum n3o encontrar um valor exato para x que satisfaca a Eq. (1), entdo é
usual que as iteragdes sigam até que um critério de convergéncia, definido por
uma tolerancia ¢ > 0, seja satisfeito. Neste trabalho foi utilizado o critério

|xn+1 - xnl < d) (3)

Sendo assim, as iteracdes devem cessar no momento em que a desigualdade em
(3) seja satisfeita.

O método NM é semelhante ao método NP, porém ao invés de realizar o
calculo da derivada de f(x) em todas as iteragdes conforme (2), o método NM
calcula a derivada apenas na primeira iteragdo (f'(x,)), e mantém-se constante ao
logo do processo iterativo. O esquema iterativo de NM é dado por:

S (xk)
X1 = X — Tx,;) (4)

Esta alteragcdo no método NP faz com que cada iteragdo possa ser executada
mais rapidamente, pois dispensa o cdlculo de uma derivada. No entanto,
frequentemente o numero de iteragdes necessdrias para convergéncia passa a ser
maior.

A fim de aumentar a velocidade de convergéncia do NM, foi adicionado o
método o acelerador de Steffesen, que consiste de uma modificagdo no método
A2 de Aitken (Burden e Faires, 2011). O acelerador de Steffensen é aplicado por:

_ 2
(Xpe+1—Xk) (5)

X =X — .
fe+s K kpa—2xpes+

Observando (5), nota-se que a formulagdo depende de X, Xk+1 € Xk+2. Esses valores
devem ser obtidos a partir de uma sequéncia {x«} gerada por um método iterativo,
nesse caso o NM, e entdo o elemento x.3 é gerado pelo acelerador de Steffesen.
O acelerador é aplicado a cada trés iteragGes que geram uma sequéncia {x}. Para
exemplificar, tem-se a tabela 1.

Tabela 1 — Sequéncia iterativa

{x0 = x4} Iteragdo

X -
X1 NM
Xy NM
X3 AS
Xy NM
X5 NM
Xe AS

Fonte: Autoria propria.
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RESULTADOS E DISCUSSOES

Com o objetivo de validar os cédigos implementados, foram utilizadas as
equacdes propostas por AHMED (2015). As equacdes ndo lineares empregadas
estdo descritas no Quadro 1, o qual a indica uma das raizes da equagao.

Quadro 1 - Equacdes e raizes

Fungdo | a
fi(x) = 4x* — 4x? 1,00000
fx) = esin(x) +In(x2+1) _ 4x? 3,23756
f3(x) = sin(x) — x/2 1,89549
fa(x) = e™* + cos(x) 1,74613
fs(x) = sin?(x) — x* +1 1,40449
fex) =(x—-2)® -1 3,00000
fr(x) = e*+7x-30) _ 1 3,00000
fe(x) = (x +2)e* -1 0,44285

Fonte: Adaptada de AHMED (2015).

Foi realizada uma série de testes computacionais utilizando-se os dados do
Quadro 1 e respeitando o critério de convergéncia dado por (3), sendo ¢ = 10732,
Apds os testes foi verificado que os resultados conferiam com os resultados de
AHMED (2015), inclusive os resultados convergiram para o mesmo a presente no
Quadro 1. A linguagem de programacdo Python foi utilizada para programar
rotinas que aplicassem os métodos iterativos desejados. Os resultados numéricos
com os métodos iterativos NR, NM e NMA s3o apresentados no Quadro 2. Nesse
quadro, Xo € a aproximacao inicial, NC indica que o método em questdo ndo obteve
convergéncia, NI refere-se ao numero de iteracGes até a convergéncia para a
solucdo dada a tolerancia e TE é usado para indicar o tempo de processamento em
segundos. As simulacGes foram efetuadas por meio de um notebook com um SSD
do tipo M.2 de 120 GB, processador Intel Core i7 de sétima geracdo, 16GB de
memoria RAM, uma placa de video Geforce gtx 1050ti e sistema operacional
Windows 10.

Quadro 2 — Resultados numéricos

Fungdo / x, NP | NM | NMA

£ (), NI =11 NG NI =53
xo = 0,75 TE =0,0290358 TE = 0,0265591

£, NI =7 NI = 34 NI =15
X, =35 TE = 0,04340660 TE =0,0912583 TE =0,0290998
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Fungdo / x, NP | NM \ NMA
£:(x), NI =7 NC NI = 14
X =16 TE = 0,0199994 TE = 0,0131728
£, NI =6 NI =18 NI =12
Xo =2 TE = 0,0249469 TE = 0,0275152 s TE = 0,0142228
fs(x), NI =7 NI = 49 NI =17
Xo =2 TE = 0,0344984 TE = 0,0721053 TE = 0,0181714
fo(), NI =14 NG NI = 260
X0 = 2,9 TE = 0,02434330 TE = 0,0961881
£, (), NI =18 NG NI = 8960
Xo = 2,8 TE = 0,0468363 TE = 6,4260478
X), NI =7
xofi(—)z,s TE = 0,01483380 Ne NE

Fonte: Autoria propria.

Nota-se no Quadro 2 que os resultados do método NMA sdo melhores que os
do método NM quanto a convergéncia, ao tempo de execuc¢do e ao numero de
iteragBes. Ainda assim, em algumas equa¢bes o método NMA teve problemas de
convergéncia, porque a derivada f' é determinada somente na primeira iteragao e
mantida constante nas demais. Vé-se que o método NP foi o mais robusto,
obtendo a convergéncia em todos os casos, e alcangou a solugdao com um nimero
inferior de itera¢Oes para todas as equagdes

Em adicdo, observa-se que o método MNA conseguiu obter a convergéncia
para algumas equages com um tempo de processamento menor do que o método
NP. Esse fato é justificado pelo calculo da derivada da fungdo a cada iteragdo pelo
método NP, o que gera um maior custo computacional e afeta,
consequentemente, o tempo de processamento.

CONCLUSAO

Os resultados sugerem que o NMA é um método iterativo com uma eficiéncia
superior ao NM e, para algumas das equacgGes estudadas, conseguiu alcancar a
solucdo com um tempo de processamento menor que o NP. Na direcio de
trabalhos futuros, sugere-se aplicar o método NMA na obtencdo da solucdo
aproximada de problemas nao lineares da engenharia estrutural.
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