#QO Q
2020

N'SICITE

UTFPR - CAMPUS TOLEDO

X Seminario de Extens&o e Inovagao
XXV Seminario de Iniciagao Cientifica e Tecnolégica

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

23 a 27 de Novembro | Toledo - PR

Luca Fonseca Maciel
lucam@alunos.utfpr.edu.br
Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana, Campo Mourao, Parana,
Brasil

Leandro Waidemam
leandrowaidemam@gmail.com
Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana, Campo Mourao, Parana,
Brasil

Recebido: 19 ago. 2020.
Aprovado: 01 out. 2020.

Direito autoral: Este trabalho esta
licenciado sob os termos da Licenca
Creative Commons-Atribuicédo 4.0
Internacional.

https://eventos.utfpr.edu.br//sicite/sicite2020

O Método dos Elementos Finitos aplicado a analise de
treligas tridimensionais

The Finite Element Method applied to three-dimensional
trusses analysis

RESUMO

Este presente trabalho aborda o desenvolvimento de uma formulagdo e a implementacao
desta em uma ferramenta computacional interativa que tem como objetivo realizar a
analise eldstica-linear de estruturas trelicadas tridimensionais sujeitas a carregamentos e
restricoes em seus nods. Para este fim, a formulagdo se baseia no Método dos Elementos
Finitos (MEF) que se baseia na subdivisdo da estrutura em elementos menores, chamados
de elementos finitos, para os quais sdo escritas equacGes locais de equilibrio. As equacgdes
de todos os elementos sdo, entdo, expandidas e incorporadas entre si de forma a
equacionar o equilibrio da estrutura como um todo. Desta forma é possivel discretizar cada
barra da trelica através de um elemento finito e, para cada um deles, escrever uma matriz
derigidez, que serd demonstrada genericamente ao longo deste artigo. Por final é realizado
o cdlculo de uma estrutura com os valores de forgas normais atuantes nas barras e
deslocamentos dos nds ja previamente conhecidos para assim verificar a veracidade dos
resultados retornados pelo programa elaborado.

PALAVRAS-CHAVE: Método dos Elementos Finitos. Algoritmos computacionais. Trelicas
tridimensionais.

ABSTRACT

This work presents a formulation development and its implementation in an interactive
computational tool. It aims to perform the elastic-linear analysis of three-dimensional
trusses subject to loads and restrictions in their nodes. For this purpose, the formulation is
based on the Finite Element Method (FEM) which considers the subdivision of structures
into smaller elements, called finite elements, for which local equilibrium equations are
written. The equations of all the elements are then expanded and incorporated with each
other in order to equate the equilibrium of the structure as one. In this way, it is possible
to discretize each truss bar using a finite element and, for each one of them, write a stiffness
matrix, which will be demonstrated generically throughout this paper. Finally, a structure is
calculated with the values of normal forces acting on the bars and nodal displacements
previously known to verify the veracity of the results returned by the software developed.

KEYWORDS: Finite Element Method. Computational algorithms. Three-dimensional trusses.
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INTRODUCAO

Trelicas sdo elementos estruturais formados pelo cruzamento de elementos
retos que se ligam pelas extremidades, sendo esses pontos de ligacdo
denominados de nds. Se apoiados e carregados somente por estas extremidades
as Unicas forcas internas atuantes serao forcas normais de compressado ou tracao
gue se manterdo constantes ao longo de cada elemento. Exemplos comuns deste
este modelo estrutural sdo vistos em pontes, coberturas de rodovidrias e na
armadura de vigotas de lajes.

Diante de um cenario onde o auxilio de solu¢des informaticas vem se tornando
mais presente nas decises de engenharia, este presente trabalho tem como
objetivo apresentar uma formulacdo baseada no Método dos Elementos Finitos
(MEF) implementavel em um cédigo computacional que facilidade o trabalho dos
profissionais desta area que optem por utilizar este modelo estrutural.

METODOLOGIA

A andlise estrutural baseada no MEF tem como principio dividir a estrutura em
pequenos elementos, denominados elementos finitos, para os quais sao definidas
as matrizes de rigidez e de transformacdo de coordenadas e o vetor de forgas
nodais equivalentes. As matrizes e vetores dos elementos, ditos locais, sdo entdo
alocados em uma matriz de rigidez e em um vetor de cargas, ditos globais, que
representam a estrutura como um todo. A partir de entdo, as condicdes de
contorno (nés com deslocamentos restritos) sdo inseridas na matriz de rigidez e no
vetor de cargas globais de forma a possibilitar a solucdo do sistema de equacdes
algébricas e a determinacdo dos deslocamentos nodais desejados.

Assim, para a definicdo da matriz de rigidez local de um elemento finito de
trelica (coincidente com as proprias barras da treliga), considera-se que este se
trata de um objeto deformavel e que o comportamento mecanico do material que
o compde é regido pela Lei de Hooke, isto é, ele apresentara deformacgdes (&,)
diretamente proporcionais as tensdes (a,,) atuantes, como pode se ver na equagdo

(1).
o, =E.¢, (1)

A deformacdo do elemento é representada pela equacgdo diferencial do
deslocamento na direcdo axial (i1) do elemento longo como segue:

_da

& Tz

(2)

Em trelicas as ligacOes das barras sdo feitas através de rétulas e, assim, a forca
normal (T) em cada barra é constante, logo:

A.o, = T =constante (3)
Onde:
A : drea da secgdo transversal do elemento.

Substituindo (1) em (3) e em seguida aplicando o operador derivada, obtém-
se:

w(aEZ)=0 (4)
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Considerando uma variacao linear do deslocamento ao longo do eixo axial da
barra (LOGAN, 2007) e a partir de um sistema de coordenadas local X e ¥ com
origem no né inicial 1 do elemento, pode-se equaciona-la da seguinte forma:

ﬁ - al + az.f (5)
Conforme ilustra a Figura 1, os deslocamentos dos nds inicial e final do
elemento sdo representados por d;, e d,,, respectivamente. Assim,

Como,
a(0) = C?lx = . (6)
U(L) = dyx = ap. L + dy, (7)
Onde:

d1,: deslocamento referente ao né 1;
d,,: deslocamento referente ao no 2;
L : comprimento da barra.

Tem-se:

dpx—dix (8)

a =
2 L

Substituindo as equacdes (6) e (8) em (5), obtém-se:
a=(220) 214y, (9)

Escrevendo na forma matricial a equacdo (9), obtém-se:

a=fi-£ .43 (10)

Substituindo a equacdo (9) na diferencial existente em (2), obtém-se:

‘izx“ilx (11)

g =
x L

Substituindo as equacdes (1) e (11) em (3), obtém-se:

T = AE. (d";ﬂ) (12)

Figura 1 - Barra submetida a forgas de tragdo T; deslocamentos e forgas nodais
positivos na direcdo X local.

YA T.=Cx (force/length)

v X 4
) T
—
L dll' fZl
1
T ’ — X

dl.r' .f"l

Fonte: Logan (2007).
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Conforme pode-se observar na figura 1, as forcas nodais possuem a mesma
direcdo que os vetores de tracdo presentes na barra, porém no né 1 o sentido da
forca nodal é o oposto do vetor de tracdo (LOGAN, 2007), logo:

fix =T (13)
fax =T (14)
Substituindo a equacdo (12) em (13) e (14), obtém-se:

fix =55 (dix = da) (15)
f2x = %- (&Zx - alx) (16)
Escrevendo de forma matricial as equagdes (15) e (16), obtém-se:
Gof=e L M) w

Como f = k.d e baseando-se em (17) pode-se afirmar que a matriz de rigidez
de um elemento de barra em coordenadas locais é dada pela equacdo 18.

k=ar[_ 7] (18)

Obtida a matriz de rigidez em coordenadas locais, agora torna-se necessario a
transformagdo destas para coordenadas globais x, y e z.

Figura 2 - Barra em espaco tridimensional: eixos locais e globais.

Fonte: Logan (2007)

Conhecidos os angulos e os seus respectivos cossenos diretores monta-se a
matriz de transformagdo de coordenadas locais (X, ¥ e Z) para globais (x,y e z) da
seguinte forma:

c, C, ¢, 0 0 0
T =|* v “z 19
[o o o C C C (19)

Onde:
C,: cosseno do angulo diretor referente ao eixo x;
C,: cosseno do angulo diretor referente ao eixo y;

C, : cosseno do angulo diretor referente ao eixo z.

Obtendo-se a matriz de rigidez em coordenadas globais como segue:

k=AE. (T [_1 _ﬂ.T* (20)
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Uma vez determinada a matriz de rigidez do elemento, a solucdo do problema
como um todo é definida pela correta montagem da matriz de rigidez e vetor de
cargas da estrutura como um todo, insercdo das condi¢des de contorno e solugcao
do sistema linear de equacgdes (LOGAN, 2007; COOK ET AL, 1989; SORIANO, 1981).

RESULTADOS

Para verificar as respostas fornecidas pelo software implementado e a
consequente validacdo da formulacdo apresentada, foi realizado o célculo de uma
trelica hiperestatica cujos os valores das forcas normais atuantes em cada barra e
os deslocamentos referentes a cada né ja eram conhecidos. Tal exemplo foi obtido
de Hirotomi (2014).

A estrutura é formada por 6 ndés e 12 barras, tendo em 2 nés uma forca
aplicada de 2 kN na direcdo vertical para baixo e em outros 3 nds apoios que
restringem todos os deslocamentos destes. As barras possuem sec¢do transversal
circular com um diametro de 10 cm e sdo compostas por material com mddulo de
elasticidade longitudinal igual a 210 GPa. A geometria, os carregamentos e as
condicBes de vinculacdo da estrutura podem ser vistas na figura 3.

Figura 3 - Trelica hiperestatica
0,2

Dimensdes em milimetros

Fonte: Hirotomi (2014)

Os valores obtidos para os deslocamentos e para as forcas normais do
presente trabalho e dos obtidos pelo autor citado podem ser observados nas
tabelas 1 e 2, respectivamente.

Tabela 1 — deslocamentos nodais

Hirotomi(2014)

Programa elaborado

Desl. X Desl. Y Desl. Z Desl. X Desl. Y Desl. Z
(mm) (mm) (mm) (mm) (mm) (mm)
0,00 0,00 -4,1E-01 0,00 0,00 -4,1E-01
5 -7,0E-03 2,0E-03 -3,9E-02 -7,0E-03 2,0E-03 -3,9E-02
7,0E-03 0,00 -3,8E-02 7,0E-03 0,00 -3,8E-02

Fonte: Autoria prépria (2020)
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Tabela 2 — Forgas normais atuantes nas barras

Barra Programa elaborado Hirotomi(2014)
Forga normal (kN) Forga normal (kN)
1 0 0
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 4 4
6 4 4
7 2,404 2,404
8 0 0
9 -1,333 1,333
10 4,667 4,667
1 -4,667 -4,667
12 0 0

Fonte: Autoria prépria (2020)

Com os resultados obtidos pelo programa elaborado coincidindo em 100%
com os fornecidos por Hirotomi (2004), pode-se concluir que a formula¢dao do MEF
para trelicas tridimensionais apresentada foi corretamente desenvolvida e
implementada computacionalmente.

CONSIDERAGOES FINAIS

O presente trabalho teve como objetivo principal apresentar e implementar
computacionalmente uma formulagdo interativa baseada no Método dos
Elementos Finitos para a analise de trelicas tridimensionais.

Tendo comparado os resultados obtidos com os fornecidos por outro autor,
pode-se comprovar o correto desenvolvimento da formulacdo, sua correta
implementacdo e também a eficiéncia do programa computacional desenvolvido.

Conclui-se que o software desenvolvido pode se tratar de uma solugdo de
engenharia passivel de ser incorporado na rotina de um profissional desta area,
gerando assim agilidade na obtencdo de informacdes relevantes ao processo de
concepcao de estruturas trelicadas.

Vale ressaltar que tal software contempla somente trelicas que possuam
barras de secc¢do transversais constantes ao longo de todo seu comprimento, que
possuam carregamentos aplicados somente em seus nds e que seus apoios
apresentem restricdo do deslocamento somente nas direcdes dos eixos de
coordenadas referenciais utilizados (ndo calculando trelicas que apresentem apoio
que restrinja deslocamentos em eixos inclinados em relagdo aos demais apoios).

Em aspectos gerais o trabalho, em sua totalidade, atendeu a todos os
objetivos propostos inicialmente de forma satisfatéria.
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