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Verificagao de métodos iterativos na solugao da equagao
de Poisson 1D

Verification of iterative methods in the solution of the
Poisson 1D equation

RESUMO

Com o objetivo de analisar numericamente, resultados obtidos na solugdo de equagdes que
representam problemas em Engenharias e, ainda, com interesse na verificagdo numérica de
estudos mais avangados, propde-se a solugao da equagdo de Poisson 1D por meio de dois
métodos iterativos, sendo avaliada por meio do comportamento das solugdes frente a
comparagao com a solugdo analitica. Nesse sentido, a titulo de iniciagdo cientifica, foram
explorados conceitos e definicdes pertinentes com a solucdo da equagdo de Poisson 1D,
discretizada por meio do método de diferencas finitas, e solugdo obtida com os métodos
iterativos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel, métodos usuais utilizados em métodos multigrid,
os quais serdo explorados no futuro. Os resultados corroboram com a teoria estudada, ou
seja, o método de Gauss-Seidel converge mais rapido para a solugdo do que o método de
Gauss-Jacobi e, além disso, apresenta resultados mais acurados, fornecendo subsidios
necessarios, para a solugdo em dimensdes mais altas.

PALAVRAS-CHAVE: Método de Diferengas Finitas. Métodos Iterativos. Verificagao
Numeérica.

ABSTRACT

In order to analyze numerically, results obtained in the solution of equations that represent
problems in Engineering and, also, with interest in the numerical verification of more
advanced studies, it is proposed the solution of the Poisson 1D equation through two
iterative methods, being evaluated through the behavior of the solutions compared to the
analytical solution. In this sense, as a scientific initiation, has been explored concepts and
definitions relevant to the solution of Poisson 1D equation, discretized through the finite
differences method, and solution got with Gauss-Jacobi and Gauss-Seidel iterative methods,
usual methods used in the multigrid method, which will be explored in the future. The
results corroborate with the studded theory, that is, the Gauss-Seidel method converges
faster to the solution that the Gauss-Jacobi method and, besides that, presente more
accurate results, providing necessary subsidies, for the solution in larger dimensions.

KEYWORDS: Finite Differences Method. Iterative Methods. Numerical Verification.
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INTRODUCAO

A solugdo da equagdo de Poisson 1D, por ser unidimensional, vem propiciar
um estudo mais detalhado do comportamento de resultados obtidos com a
aplicagdo de métodos numéricos em sua solugao, bem como na solugdo de outros
modelos a serem estudados futuramente (VARGAS, 2013). Dentre estes métodos,
por exemplo, estdo os métodos de discretizagdo, como o de diferencas finitas,
volumes finitos e elementos finitos, e de solugdo de sistemas de equagdes, como
os métodos iterativos. Muitas sdo as abordagens e os modelos estudados, porém
poucos se dedicam a uma analise de erros que sdo inerentes a solucado.

Atividades concernentes a detec¢do, estimacdo e controle de erros e/ou
incertezas numéricas sdo indispensaveis, e permitem a apresentacdo mais
confidvel de resultados numéricos buscando cada vez mais a sua acuracia. Como
exemplo, pode-se considerar projetos que envolvam materiais enrijecidos, como
na construcdo de aeronaves, veiculos, navios e construcées diversas. Na
Engenharia Civil, sdo exemplos de materiais enrijecidos o concreto armado e o solo
reforcado. A solucdo aproximada para esse tipo de problema pode contribuir de
forma relevante no desenvolvimento de tais projetos, no sentido, por exemplo, de
maior confiabilidade e seguranca em sua execucdo, evitando assim, catastrofes
futuras (Buffon, 2018).

Sabe-se que o objetivo final de interesse cientifico é a validagao de um modelo
matemadtico e para isso a verificagdo se faz necessdria. A validagdo deve ser
precedida pela verificagdo do cddigo e da solugdo. A verificagdo do cddigo e a
verificagdo da solugdo sdo processos distintos. A validagao é definida como o
processo que determina o grau em que um modelo esta em representag¢do acurada
com o fendmeno real. A verificagdo é o processo usado para quantificar o erro
numeérico, e o seu objetivo é estabelecer a acurdcia numérica, independente do
fendbmeno fisico, isto é, o processo de verificagdo mede o qudo bem o modelo
matematico é resolvido numericamente (Knupp & Salari, 2003).

Este trabalho consiste na verificagdo numérica da solucdo da equacdo de
Poisson 1D, que descreve o problema da conducgao de calor unidimensional, com
condicdes de Dirichlet, em estado permanente.

Para uma melhor compreensdo da técnica e do desenvolvimento, aplicados
na analise de equacdes de dimensdo maior que um, faz-se primeiramente um
estudo sobre os procedimentos no ambito unidimensional, de forma a considerar-
se possiveis efeitos de mudanca de dominio no erro numérico e,
consequentemente, no erro de discretizacdo.

As principais fontes de erros em simulagdes numeéricas sdo: erros de
truncamento, erros de iteracdo, erros de arredondamento e erros de
programacdo. Quando as fontes de erro de iteragdo, arredondamento e
programacdo sdo minimizadas, o erro de truncamento passa a ser denominado
erro de discretizacdo, que é a diferenca entre a solugdo analitica e a solugdo
numérica exata das equacdes discretizadas (Vargas, 2013).

Com essa ideia em mente, buscou-se analisar resultados numéricos obtidos
pela aplicacdo do método de diferengas finitas. Na solucdo do sistema de equacgdes
resultante, foram utilizados dois métodos iterativos, o método de Gauss-Jacobi e
o método de Gauss-Seidel. Estes métodos foram escolhidos a priori para futura
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utilizacao de métodos multigrid e seu estudo, necessarios na solucao de problemas
de dimensdes 2 e 3.

Mais uma vez, cabe salientar aqui que sendo um trabalho investigativo sobre
erros numéricos, faz-se necessario iniciar por modelos mais simples, e a medida
em que se avanca passa-se para modelos mais complexos.

METODOLOGIA

Como ja mencionado anteriormente, o modelo matematico abordado nesse
estudo descreve o problema da conducdo de calor unidimensional com condicGes
de Dirichlet, e é dado pelas Egs. (1) e (2).

d2T
== =f() @)
T(0)=0, T1)=1 (2)

onde T é a temperatura, e o termo fonte é dado por f(x) = 1.
A solucdo analitica é dada pela Eq. (3).

.2
T(x) = xT” (3)

A discretizacdo do modelo foi desenvolvida por meio do método de diferencas
finitas centradas, em que a derivada segunda, em relacdo a x, é aproximada por

aZT . Ti—l + Ti+1 - ZTL (4)

ox? h?
e com erro de truncamento resultante dado pela Eq. (5)
£ = _Tiv h_z . Tvi h_4 _ Tviii h6 —TX hB .. (5)
12 360 20160 1814400

A Eq. (5) se baseia na aproximacdo da derivada da funcdo pelas respectivas
equacdes de diferencas obtidas por meio da série de Taylor. Esta tem por objetivo,
neste trabalho, apresentar as ordens verdadeiras do erro de truncamento. Seu
calculo permite verificar na pratica, isto &, a posteriori das solu¢gdes numéricas, se
a medida que (h) é reduzido, a ordem do erro de discretizacdo das solugdes
numeéricas, tende a ordem assintética dos erros de truncamento obtido a priori,
das solugdes numéricas. Como a derivada é diferente de zero, as ordens
verdadeiras para o erro no cdlculo de T sdo: 2, 4, 6, .... E, sendo assim, a ordem
assintdtica do erro no calculo de T é 2. Isso pode ser verificado a posteriori por
meio do método de multiextrapola¢des de Richardson (MER) (Vargas, 2013), o qual
serd abordado no futuro. A técnica de MER tem como objetivo reduzir o erro de
discretizacdo, melhorando a eficiéncia e a exatiddo computacional. Porém, devido
a ocorréncias de erros de arredondamento nos resultados desse processo, faz-se
necessaria a reducdo desses erros de forma a contribuir para o desempenho ideal
do método e, consequentemente, obter a melhor acurdcia dos resultados.
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Apbs a discretizacdo chega-se ao sistema dado por
AT =b (6)

em que T é o vetor das incégnitas do problema. A matriz A pode ser reescrita na
formaA=D - L - U, e entdo transformada em

DT =(L+U)T+b (7)

Em que D é a matriz diagonal obtida de A, L é a matriz triangular inferior e U
a matriz triangular superior, também obtidas de A. Se D-1 existir, isto é, se aii
# 0 paracadai, pode-se aplicar os métodos iterativos abordados na forma matricial
conveniente.

Considerando a forma matricial para o método de Gauss-Jacobi tem-se
T® = M;T*"V + C;, para cada k=1, 2, ... (8)

onde Mj = D-1(L + U) e Cj = D-1b. As matrizes D, L e U vem da decomposi¢do da
matriz A, como mencionado anteriormente (Burden e Faires, 2008).

Para o método de Gauss-Seidel utilizou-se a forma matricial

T® = M, 7%V + ¢/, paracadak =1, 2, ... (9)

onde Mg = (D - L) -1U e Cg = (D - L) -1b; as demais matrizes sdo como
apresentadas anteriormente (Burden e Faires, 2008).

Para a condicdo de parada utilizou-se dois recursos, o nimero de itera¢des
maximas de 27000 e tolerancia de no maximo 1.e — 10 (VARGAS, 2013).

Os resultados das solu¢cdes numéricas, para a variavel de interesse, foram
obtidos com um nimero de nds que vdao de 3,5, 9, ..., até 513 e, com isso obteve-
se 8 malhas. As malhas contribuirdo para a utilizacdo de MER na verificacdo das
ordens do erro de truncamento.

RESULTADOS E DISCUSSOES

A Tabela 1 a seguir mostra os resultados para 2128 iteragbes. Foram
calculados a média da norma L1, que é a média do erro numérico, usada como
critério de parada em ambos os métodos.

Pode-se verificar que o erro, com Gauss-Seidel cai mais rapido do que com
Gauss-Jacobi.

Tabela 1 —Erro para 2128 itera¢des

Métodos Média da norma L1

Gauss-Jacobi 4.48526e-06
Gauss-Seidel 1.56405e-10
Fonte: Autoria proépria

Péagina | 4



£ 38 509 X Seminario de Extens&o e Inovagao
\‘ XXV Seminario de Iniciagéo Cientifica e Tecnolégica
S I CI TE 23 a 27 de Novembro | Toledo - PR e o

UTFPR - CAMPUS TOLEDO CAMPUS TOLEDO

Na Figura 1, pode-se observar os resultados obtidos, para ambos os métodos
foram utilizados 33 nds. Esses foram comparados com a solucdo analitica.

Figura 1 — Solugbes da Equacgdo de Poisson 1D
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Fonte: Autoria propria

Para uma visualizagdo mais clara, as Figuras 2 e 3 a seguir mostram os
resultados obtidos com o método de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel
respectivamente, mostrando a acuracia de ambos os métodos na solugdo. Na
verificacdo cada um dos resultados foi comparado com a solucdo analitica.

Figura 2 — Solugdes da Equacdo de Figura 3 — Solu¢des da Equagdo de
Poisson 1D com Gauss-Jacobi Poisson 1D com Gauss-Seidel
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Fonte: Autoria prépria

Gauss-Seidel converge mais rapido que o método Gauss-Jacobi e, além disso,
€ mais acurado (Franco, 2006).

A Figura 4 mostra o comportamento do erro dado pela norma L1,
comprovando também o exposto acima.
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Figura 4 — Erro da norma L1.
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CONCLUSOES

A solucdo da equacdo de Poisson 1D é bastante abordada em procedimentos
numéricos e computacionais em analise numérica (VARGAS, 2013), porém, em
muitos casos os procedimentos numeéricos e computacionais, ndo sao claros,
dificultando o estudo do comportamento dos resultados. Uma das contribuicGes
deste trabalho é tornar mais claro esses comportamentos para que se possa dar
continuidade em pesquisas mais avangadas.

Os resultados obtidos pelos métodos iterativos apresentados comprovam,
segundo a teoria, que o método de Gauss-Seidel converge mais rdpido que o
método de Gauss-Jacobi e, além disso, apresenta resultados mais acurados.

Na verificacdo da resposta, outros termos fontes, bem como a solucdo
analitica apropriada e condicGes de contorno foram testados, e observou-se as
mesmas conclusdes. Todos os resultados numéricos sdo coerentes aos resultados
analiticos.

Pégina | 6

CAMPUS TOLEDO



Qo Q . . .
X Seminario de Extenséo e Inovagdo
2020 i I'PR

XXV Seminario de Iniciagao Cientifica e Tecnolégica

' S I C I TE 23 a 27 de Novembro | Toledo -PR  ~ —m—————

UTFPR - CAMPUS TOLEDO CAMPUS TOLEDO

REFERENCIAS

BUFFON, L. P. Formulagées do Método dos Elementos de Contorno para a
analise mecanica de dominios planos ndo-homogéneos enrijecidos. Dissertacdo
de mestrado. Escola de Engenharia de Sdo Carlos da Universidade de Sdo Paulo,
2018.

BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Analise Numérica. Cengage Learning, S3o Paulo,
2008.

FRANCO, N. M. B.. Calculo Numérico. Pearson Universidades, Sdo Paulo, 2006.
Knupp, P. M., Salari, K.. “Verification of computer codes in computational science
and engineering”, Chapman & Hall/CRC, New York, 2003.

KREYSZIG, E. Advanced Engineering Mathematics. 9a ed., Wiley, 2006.

VARGAS, A. P. S. Multiextrapolag¢ao de Richardson e Esquemas de 12 e 22
Ordens, Mistos e CrankNicolson sobre as Equagdes 2D de Advecg¢ao- Difusdo e
Fourier. 2013. Tese (Doutorado em Engenharia Mecanica) — Universidade Federal
do Paran3, Curitiba, 2013. Disponivel em:
http://www.pgmec.ufpr.br/teses/tese_028 ana_paula_da_silveira_vargas.pdf.
Acesso em: 03 set. 2020.

Péagina | 7



