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RESUMO

A dindmica newtoniana modificada (MOND) surge como uma alternativa a matéria escura
para explicar a auséncia de massa em aglomerados de galaxias. Porém, a teoria original,
quando estendida para uma modificacdo na segunda lei de Newton, ndo respeitas as leis de
conservagao de energia. Em trabalho pregresso, formulou-se com base na MOND, uma
formulagdo das leis da mecanica onde ocorre a conservacdo de energia - a MOND
conservativa — e que pode ser aplicada para explicar as leis de Kepler, um conceito ja
consolidado na fisica, além de manter os resultados da MOND para 6érbitas circulares. Com
0 objetivo de aumentar o escopo da teoria, desenvolveu-se um estudo da cosmologia
newtoniana sob a perspectiva da MOND conservativa, comparando com os resultados
presentes na versao convencional.

PALAVRAS-CHAVE: MOND. Matéria Escura. Dinamica Modificada.
ABSTRACT

The Modified Newtonian Dynamics (MOND) appears as an alternative to Dark Matter to
explain the absence of mass in galaxy clusters. However, the original theory, when extended
to a modification of Newton's second law, does not respect the energy conservation laws.
In previous work formulated based on MOND, it was created a formulation of the laws of
mechanics where energy conservation occurs — conservative MOND - which can be applied
to explain Kepler's laws, a concept already consolidated in physics, in addition to
maintaining MOND results for circular orbits. In order to increase the scope of the theory, a
study of Newtonian Cosmology was developed from the perspective of conservative MOND
in comparison with the results present in the conventional version.
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INTRODUCAO

No ano de 1933, o astronomo suico Fritz Zwicky observou que os valores
aferidos de massa luminosa ndo sdao suficientes para explicar as curvas de
velocidades de rotacdo de galaxias espirais e aglomerados de galdxias. Tal
incongruéncia resulta em duas possiveis solucdes: ou existe uma quantidade
imensa de algum tipo de matéria ndo baridnica, denominada de matéria escura,
ou ha uma falha na teoria que rege os movimentos dos corpos.

A dindmica newtoniana modificada, ou simplesmente MOND, proposta pelo
fisico israelense Mordehai Milgrom, surge como uma alteracdo na teoria
newtoniana. A modificacdo ocorre através de uma funcdo de interpolagao, que
modifica a teoria padrdao em valores de aceleragdes inferiores a uma constante,
enquanto em valores superiores os resultados da teoria padrdao sdo mantidos.

A MOND apresenta duas vertentes principais: a primeira sugere uma
modificacdo na lei referente a gravitacdo, ao passo que a segunda sugere uma
modificacdo em toda teoria geral do movimento. A primeira é a mais popularizada,
pois ndo acarreta demais problemas fisicos, enquanto a segunda n3o respeita as
leis de conservagdo de energia.

Explorando a derivagao que modifica toda a formulagdo newtoniana e através
da compreensdo de novos conceitos, é possivel chegar a uma proposta com base
na MOND que respeita a conservacdo de energia e mantém os principais
resultados da teoria original, conforme foi apresentado no SICITE de 2019.

Um dos conceitos abrangidos pela modificacdo da MOND é a concepc¢do de
gue em um regime MOND-iano ocorre uma nova ideia de passagem de tempo — o
tempo efetivo — que é andlogo ao conceito de tempo préprio presente na teoria
da relatividade. Através dele, é possivel desenvolver um conjunto de leis que
constituem uma versdo alternativa das leis da mecanica convencionais.

A dinamica newtoniana padrdao permite definir um conjunto de equacgGes
presentes na teoria da relatividade, porém, de um modo mais simplificado,
denominada de Cosmologia Newtoniana. A formulacdo leva em conta o principio
cosmoldgico, sendo possivel deriva-la da teoria da relatividade para campos
gravitacionais fracos. Da mesma maneira, por meio da alteracdo na MOND é
possivel fazer um processo de modo analogo e realizar a analise dos resultados.

ASPECTOS METODOLOGICOS

De acordo com a MOND, a Segunda lei de Newton é descrita como o produto
da massa, da aceleragdo e de uma funcdo de interpolacao u:

F = mau(z). (1)

A funcdo retorna a dindmica newtoniana usual para valores de aceleracdo
superiores a uma constante ao, descrita como sendo ap=1,2 x 102 cm/s?, e para
valores inferiores, o movimento dos corpos é regido por um novo conjunto de
regras. A relacdo de dependéncia p(z) - mais precisamente - assume a forma yu = 1
para a >>ape U =a /agpara a << do, portanto para o regime da MOND:
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F=m (i) . )

Qo

A principal implicacao fisica da vertente da teoria de Milgrom, que modifica a
segunda lei da dindmica, é a auséncia de conservacao da energia. Problema esse
contornado por meio da inclusdo do conceito de tempo efetivo, que permite a
formulacdo de uma nova dindmica para sistemas fisicos com baixas aceleragdes.

A relacdo do tempo efetivo com o tempo padrdo é dada por:

df = %dt. 3)

Definindo a velocidade sob a perspectiva do tempo efetivo:

5= uY = Jup. (4)

ﬁ=m5=m—~=m\/ﬂ—= umu. (5

De acordo com o principio fundamental da dindmica, a forca resultante sobre
um corpo é definida como a taxa de variacdo instantanea da quantidade de
movimento, portanto:

J,

2 p 1 a
F= d_ztj = \/_ (\/—mv) uma + = mu —mv (6)
Qo

Onde 1/ corresponde a primeira derivada de gz em relagdo a variavel z.

Enguanto na MOND original ndo existe conserva¢do de energia, através do
tempo efetivo é possivel obter uma teoria onde as leis de conservacao de energia
sdo respeitadas, podendo ser comprovada pelo teorema trabalho energia cinética:

EE

Portanto a Energia Cinética efetiva é:

- b 1
f\/_— dﬁ=mf \/ﬂﬁ-d(\/ﬁﬁ)=§um(vb—va)—AK (7)

SH"Uu

1 1
52 = _ 2
> 2,umv . (8)

=
I

|
3
<

Da forma que o trabalho é definido como a diferenca entre o valor inicial e o
valor final da energia potencial:

W =U, — U, 9)
Por consequéncia:

K, +U, =K, +U,. (10)
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Logo, a Energia Mecanica Efetiva é definida como:
E=K+U. (11)

A teoria padrdo para a gravitacao é a Teoria da Relatividade Geral, proposta
por Albert Einstein, no ano de 1915. Entretanto, podemos obter equacdes
importantes presentes na teoria de Einstein, através da Mecanica Newtoniana. Tal
formulacdo é denominada de Cosmologia Newtoniana.

O Principio Cosmolégico, no qual se baseia a Cosmologia Newtoniana, afirma
gue o universo é homogéneo e isotropico em grandes escalas. E como
consequéncia do Principio Cosmoldgico, o universo pode se movimentar apenas
no sentido de expansdo ou contracao.

A ideia de um universo em expansao tomou forma a partir do ano de 1929,
quando o astrénomo Edwin Hubble, constatou a presenca de desvios para o
vermelho, ou redshifts, ao observar diversas galadxias, e que esses desvios
apresentavam proporcionalidade as distancias entre as galaxias. Tal propriedade
representa que existe uma expansdao do universo em todas as direcdes e é
denominada Lei de Hubble.

Considere duas galdxias posicionadas nos pontos A e B, desconsidere
guaisquer movimentos provenientes de atragdes gravitacionais, e assume que o
tempo t de separacdo entre elas depende somente da expansao presente.

Figura 1 — Galaxias posicionadas nos pontos A e B do sistema de coordenadas.
B

Fonte: Autoria Prépria

Todos os observadores assistem as galaxias se expandindo com a mesma lei
de Hubble, de tal forma que a velocidade da galaxia A é representada por:

1_773 = HO '?B' (12).

‘(_])B = HO 'FB' (13)
De tal modo que:
173,4 = 173 - ﬁA = Hy (FB - FA)- (14)

Sendo Hp o parametro de Hubble no tempo presente. Na forma geral H é
definido como:

A
H®) = . (15)
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Com A sendo o fator de escala, que mede as variacdes geradas pela variacao
do universo.

Em um universo homogéneo, um objeto que se move juntamente com o
substrato apresenta uma velocidade puramente radial, que é proporcional a sua
distancia do observador. Podemos reescrever a equag¢ao para um sistema de
coordenadas que variam juntamente com a expansao, esse sistema recebe o nome
de coordenadas comoventes e sdo constantes no tempo. Ao passo que o vetor que
expressa a distancia entre os pontos A e B pode ser escrito em termos da
coordenada comovente x e de um fator de escala A(t):

‘FBA = A(t) )?BA' (16)
Portanto a velocidade fica definida como:

- dFBA A -
Upa = dr = ZrBA' 17)

Considere uma esfera de raio R centrada na origem e um conjunto de forcas
atuando em um conjunto de pontos A, B, C e D, todos pertencentes a superficie da
esfera. De acordo com o teorema de Birkhoff, o efeito gravitacional de um meio
externo na superficie de uma esfera é nulo. Portanto, a forca gravitacional que
atua em A, B, C e D é a atracdo gravitacional da matéria interna em um ponto
localizado na origem. A energia proveniente total é:

E—K+U—1 ,_ GMm _ 1 2 _ 2 Gpr? 18
= —va = —va 3nprm. (18)

Onde p é a densidade de matéria no interior da esfera, r é o raio da esfera, m
a massa da particula e G faz referéncia a constante gravitacional.

Substituindo as equacdes (16) e (17) em (18):

1 . 4
E= > mA%*x? — §nGpA2x2m. (19)

Rearranjando os termos, obtém-se:

i\ 2

A , 8 kc?
Z =H* = E?’[Gp - F (20)

Onde k é um parametro independente de x e imutdvel no tempo, ja que sua
primeira derivada temporal em x é nula, definido como sendo:

_ 2E
k=-——pns. (21)
Caso k adquira um valor maior que zero, o universo sofre uma fase de
expansao seguida de uma fase de contra¢do. Para k com um valor menor que zero,
0 universo ndo é ligado de forma gravitacional, portanto a expansdo ocorrerd
eternamente. Para um valor de k igual a zero, a expansdo terd um comportamento
assintético tendendo a zero.
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Incluindo a constante cosmoldgica A na equacdo (20), define-se a equacgdo de

Friedmann:
. 2 2
LI 22)
4] T T3P T gz Ty

No contexto da Cosmologia Newtoniana, a constante cosmoldgica assume o
significado de menor energia presente em um determinado campo fisico, de tal
modo que assume como valor:

A = 8nGp,. (23)

Com p, correspondendo a densidade de energia do vacuo.
RESULTADOS E DISCUSSAO

EQUAGCAO DE FRIEDMANN COM BASE NA MOND CONSERVATIVA

Através da equacdo (11) podemos definir a Energia Mecanica Efetiva como a
diferenca entre a Energia Cinética Efetiva e a Energia Potencial. De tal modo que
podemos reescrever a equacao (18), no regime da MOND Conservativa da forma:

E=R+U=- 2 2GMm 1 22162 24
= —Zumv 3 —Zumv 37rprm. (24)

Reorganizando os termos em funcdo da energia mecanica convencional:

- 1 1 1 1
E=Eumv2—§mv2+5mv2+U=E(u—l)mv2+E. (25)

Reescrevendo (24) em funcdo do parametro de Hubble:

2

= a4) 28 Gp+ 2L (26)
RESZH ) T3™P T e
Reformulando a equacdo:
A\’ NG * 8 . 2F .
a) Y D\g) =3 g @7
Substituindo os resultados da equacgdo (25) em (27) obtém-se:
A2+( 1)AZ—8 Gp+ —2 +(#_1)U2 (28)
a) T A) T3P T e T T e
Substituindo a equagdo (17) em (28)
A\ . A" 8 . 2E (u—1)4? 2
a) Yo D\g) =3t et T (29)
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Simplificando os termos, obtém-se como resultado:

<A> 8 2E 8 k(t)c? @0)

+— =" nGp+ ——.
meeAz 3P A?

Contudo k foi definido nas equagdes (20) e (21) como um valor constante.
Nesse caso temos que k representa uma func¢do do tempo, sendo descrita como:

2

- A
k() = k(x)+u—-1) = 31
Sendo que:
- 2F
k(x) = —m. (32)

A Energia Mecanica Efetiva tem sua compreensdo estendida para a seguinte
forma:

E=E@®)+Wu-1DK=E(t)+ %(M — 1)mA?x2. (33)

Logo, a Energia Mecanica passa a ser uma fun¢do do tempo, portanto, sua
derivada temporal é diferente de zero. Enquanto a Energia Mecanica Efetiva é
constante, apresentando sua primeira derivada temporal nula.

Acrescentando a constante cosmolégica na equacao (30), obtém-se a equacgao
de Friedmann sob a perspectiva da MOND Conservativa:

A" 8 oy s KOS A )
4) TEITPT T Ty
CONCLUSAO

As leis de conservacdo de energia constituem uma das bases da Cosmologia
Newtoniana. Uma vez que a teoria proposta por Milgrom nao as respeita, produzir
uma teoria consistente através dela torna-se inviavel. Como o foco da MOND
Conservativa é exatamente a conservacdo de energia, desenvolver uma
formulagdo para a cosmologia é uma tarefa factivel.

O conceito de tempo efetivo permite retornar a Dindmica Newtoniana para
valores de aceleracdo superiores a um valor constante, e tal fato continua
consistente na formulacdo da Cosmologia Newtoniana, mediante a MOND
Conservativa, o que torna a teoria newtoniana um limite da teoria proposta, para
regimes com elevadas aceleracdes.

A principal implicagdo da Cosmologia Newtoniana com base na MOND
Conservativa é a energia mecanica atuando como uma fungdo do tempo, enquanto
a Energia Mecanica Efetiva é constante no tempo. Tal conclus3do se estende para o
resultado principal que é a equacgao de Friedmann, pois a torna dependente de um
parametro que pode sofrer variagdo no tempo.
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