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( -     )        . O conjunto de pontos de acumulação de   será denotado por 
  .  

É importante que o ponto de interesse seja de acumulação, para que seja 
possível analisar os valores que a função assume a medida que os pontos se 
tornam cada vez mais próximos do de interesse. No caso de aproximarem (tanto 
a direita, quanto pela esquerda) a um mesmo valor, então o limite existe e 
corresponde a este valor. Em outros termos, de maneira precisa, sejam 
            e     . Será dito que   é o limite de  ( ) quando   tende para   e 
denotado por 

     
   
 ( )                                                                                  (1) 

quando para todo    , existir     de tal modo que se   | - |        então 

| ( )- ( )|    Nesse sentido, além da necessidade de verificar o comportamento 
desta função nas proximidades do ponto, precisamos garantir que o ponto é de 
acumulação, já que esse estudo se baseia nas vizinhanças deste ponto.  

Uma consequência imediata da definição é que o limite é único. Se não fosse 
assim, suponha que   e   são limites de   quando   tende para algum ponto. 

Como    , tomando   
| - |

 
  , existem          tais que  

{
  | - |         | ( )- |  

  | - |         | ( )- |  
                                (2) 

Seja               Deste modo, se tem que 

| - | | - ( )| | ( )- |    | - |         (3) 

uma contradição. Portanto, quando o limite existir, este deve ser único. 

Outra observação importante segue da negação da definição, que nos diz 
que um número   não é limite, quando existir um número real     tal que para 

qualquer     existe um ponto      que satisfaça   |  - |   e implique em 

| (  )- |    Por outro lado, escolhendo     
 

 
 
 

 
    

 

 
    se obtém uma sequência 

(  ) tal que      e | (  )- |    Isto é, para provar que o limite não existe, é 
suficiente apresentar duas sequências de números reais (  ) e (  ) que 

convergem para o ponto    tais que as sequências associadas ( (  )) e ( (  )) 

convergem para valores distintos. No entanto, se para qualquer sequência (  ) 
escolhida, com        , sempre se obtiver     (  )   , então o limite existe e é 
igual a  .  

Ao estabelecer essa relação entre limites de funções e o de sequências 
derivam diretamente três propriedades interessantes, que estão relacionada a 
aritmética dos limites. Suponha que existe o limite para duas funções   e   em 
certo ponto   (que pode estar ou não no domínio) e que eles valem   e  , 
respectivamente. Então, existem os limites para função soma     e produto     
são iguais a     e    , nesta ordem. Além disso, quando    , o limite do 
quociente     existe e é igual a    . É claro que, existem outras propriedades que 
também derivam dessa relação, no entanto, são estas que terão um papel 
interessante o qual será visto mais a frente. É claro que as propriedades acima 
dependem do limite de   e   possuírem limites.  
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Conforme observado, existem situações em que a função estudada não 
possui limite. Em particular, há uma delas que ocorre o seguinte: a medida que se 
tomam intervalos de centro em um ponto fixo e raio, que pode se tornar tão 
pequeno quanto queira, os valores obtidos pela função crescem (ou decrescem) 
indefinidamente, sem um limitante máximo para este crescimento (ou 
decrescimento). Para esta situação, em específico, será dito que o seu limite é 
infinito (menos infinito). 

De maneira mais precisa, sejam    ,       e     . Será dito que o limite de 
 ( ) é mais infinito, quando   tende para  , e escrito como 

   
   
 ( )              (4) 

se, para cada valor real     arbitrário, pudermos obter um outro número real 

positivo     de tal forma que  ( )  , sempre que   | - |     

      De maneira parecida define-se quando  ( ) tende para menos infinito. Neste 

caso denota-se por    e exige-se que  ( ) - . Uma observação especial a ser 
feita é que    não são números, apenas notações que descrevem o 
comportamento, na vizinhança de um ponto, de uma classe particular de funções 
que não possuem limites.  Um descuido com este detalhe (de que    não são 
números) pode levar ao uso indevido das operações aritméticas dos limites que 
foram definidas anteriormente. Por exemplo, se tivermos duas funções que 
divergem para mais infinito, não é possível afirmar, em geral, que o limite da 
subtração vá para zero, ou então, que o quociente convirja para um. Apesar de 
ambos divergirem para infinito, isso pode não ocorrer mesma proporção, ou seja, 
existe uma ordem de quem diverge mais rápido e essa velocidade de divergência 
acaba por influir nos casos dos limites citados anteriormente, que podem existir e 
ser um número real finito, ou então, divergir para infinito ou simplesmente não 
existirem, o conjunto de expressões que possuí essa propriedade recebe o nome 
de formas indeterminadas. 

As formas indeterminadas são compostas por um grupo de sete expressões 
que são 

 
 

 
     

 

 
             -           (5) 

Essas formas recebem esse nome, pois não é possível, de forma geral, dizer 
algo a respeito do limite, o que será provado na sequência. 

 

Teorema.  As expressões 
 

 
     

 

 
            e  -  são indetermináveis. 

Demonstração: Suponha que as expressões sejam determináveis. Então, para 
toda função tal que o limite tende para alguma dessas expressões, o limite existe 
ou não. É fácil mostrar que o segundo caso é absurdo e, portanto, o limite deve 
existir. Logo, para cada uma das expressões, existe um número (finito ou não) 
que corresponde ao valor deste limite.  

Seja    , não vazio, e   um ponto de acumulação de  . Escolha          de tal 
modo que se tenha    

   
  ( )    

   
 ( )     . Além disso, tome     qualquer, desde 

que diferente de  . Note que ainda se tem    
   
    ( )   . Daí 

      
   

      

    
       

   

 ( )

 ( )
          ( - )             (6) 
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então     ou     . Como tomamos    , só pode ser o caso que    . Por outro lado, 
se  ( )  ( ), temos que o quociente     é igual a 1 (desde que  ( ) não se 
anule). Entretanto, pela equação (6), sabemos que o limite do quociente é 0 e, 
portanto, 0=1, uma contradição. Portanto, a expressão 

 

 
 não é determinável. 

Agora, definiremos as funções            de tal modo que se tenha 
   
   
  ( )     

   
  ( )   e    

   
  ( )  . Seja     um subconjunto tal que 

        ( )     ( )    e suponha que      (neste conjunto há sentido em indagar 
sobre o limite no ponto   da função racional). Nestas condições, seguem que: 

   
   

 ( )

 ( )
     
   
 

 

 ( )
 

 ( )

   
  

  
            (7) 

   
   
  ( ) ( )      

   
 
 ( )
 

 ( )

 
  

  
          (8) 

Observe que 
 

 
 e     são determináveis se, e somente se, 

 

 
 for também. 

Como 
 

 
  não é determinável, então as outras duas expressões também não são. 

Nos outros casos, para se indagar sobre o seu limite deverá ser definido um 
novo domínio adequado e conveniente. Assim, seja 
        ( )      ( )    ( )     ( )    e suponha que     . Deste modo: 

   
   
 ( ( ))

 ( )
    
   
  ( )    ( )  

   
   

 ( )    ( )
            (9) 

   
   
( ( ))

 ( )
    
   
   ( )    ( )  

   
   

  ( )   ( ( ))
             (10) 

   
   
 ( ( ))

 ( )
    
   
  - ( ) -     ( )    

   
   

  - ( )  -   ( ( ))
           (11) 

Novamente, temos que        e    são determináveis se, e somente se,     
for, o que não é o caso. 

Resta mostrar que não se pode ter um limite fixo para o caso que  - . Ora, 

se o limite da diferença  ( )- ( ) corresponde a algum número  , então para 

diferença  ( )- ( ) também vale  . Então 

     
   
  ( )- ( ) - (   

   
  ( )- ( ))   -             (12) 

Nestas condições, não há possibilidades de   ser infinito, pois isso 
acarretaria que o limite da diferença inversa corresponderia ao infinito com sinal 
inverso, que seria um absurdo. No entanto, se escolhermos uma constante 
positiva    , ainda vale    

   
   ( )   . Logo 

     
   
  ( )-  ( ) ( - )   

   
  ( )            (13) 

que não pode acontecer. Portanto, nenhuma das formas enunciadas pode ser 
determinável. Assim, se conclui que elas são indetermináveis. 

 

Observa-se que a mesma demonstração pode ser aplicada para o caso de 
limites laterais ou infinitos, desde que sejam feita as devidas adequações.  
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CONCLUSÕES 

Como já dito, as formas indeterminadas se referem a um conjunto de sete 
expressões que surgem na tentativa de calcular o limite de determinadas funções 
em algum ponto (podendo ser finito ou não).  São ditas dessa maneira, pois não é 
possível estabelecer um comportamento geral para todos os casos. Para alguns 
deles, o limite existe e é um número real qualquer ou diverge para mais infinito, 
enquanto que para outros, o limite não existe.  

Ao tentar fazer qualquer suposição sobre o seu valor, pode se encontrar uma 
inconsistência.  Com exceção das duas primeiras expressões indeterminadas, que 

são 
 

 
 e   , todas as demais resultaram num absurdo porque buscou supor que 

infinito fosse um número que podia ser manipulado e, além disso, usou-se do 
fato que as a subtração e divisão não são operações comutativas, geralmente, e, 
portanto, o valor do limite recaiu para aqueles que valem essa propriedade que 
são o 0 e 1, respectivamente. E daí basta tomar contraexemplos sutis (de uma 
maneira generalizada) para observar o absurdo. É claro que isso só é lícito porque 
se assumiu que existia um valor fixo para o limite de qualquer função que levasse 
a alguma daquelas formas. Também não pode ser dito que não existe valor para 
nenhuma dessas expressões, pois é fácil desmentir essa hipótese.  

As expressões 
 

 
 e    foram provadas serem indeterminadas como 

consequência das outras formas. No entanto, uma vez que   é um número, é 
possível discutir os motivos para não serem determináveis a partir de outros 
conceitos, que estão relacionados com os campos da Álgebra e Análise Real, que 
não é o escopo desse trabalho. 

Apesar de não poder estabelecer um valor fixo para essas expressões, o 
cálculo de seu limite só é possível porque existem outras estratégias, muito 
utilizadas em livros de Cálculo, que envolvem técnicas de fatoração, simplificação 
e d  ere    ção  por  e o d  re r  de  ’Hôpital (voltada para as indeterminações 
    e    ).  

É claro que, o propósito desse trabalho não é estabelecer que todo aluno 
deva conhecer a formalização das formas indeterminadas, mas ao contrário, 
disponibilizar um material para uma discussão mais profunda para aqueles que 
são mais curiosos, mesmo aqueles que não são de cursos de Matemática, mas 
que tem em sua grade a disciplina de Cálculo Diferencial e Integral, ou para 
professores de matemática, em geral.  
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