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Consideragoes a respeito das Formas Indeterminadas do
Calculo

Considerations about Indeterminate Forms of Calculus

RESUMO

As indeterminagdes sdo um conjunto de expressdes que podem surgir do calculo do limite
de determinadas fung&es e sdo caracterizadas por ndo deter um valor fixo, podendo este
ser um numero finito, divergir para infinito ou simplesmente ndo existir. Normalmente a
discussdo sobre a tematica é limitada apenas a exemplos e ferramentas para resolucio,
sem passar por uma discussdo formal. Neste contexto, este trabalho visou realizar uma
apresentacdo formalizada do conceito das expressdes indeterminadas. Para tanto, foi
necessario realizar uma revisdo bibliografica em livros do ambito do Célculo e Analise Real.
Através desse estudo, foi produzido um texto de carater mais formal a respeito da
tematica, bem como, provado que essas expressfes ndo podem ser determinadas. A
analise da demonstracdo revelou que os principais fatores para garantir isso sdo: o fato
que grande parte das expressdes estdo ligadas a operagdes ndo comutativas; e o conceito
de infinito ndo € um nlimero, mas sim uma notac¢do que descreve o comportamento de
determinadas fungdes que crescem (ou decrescem) indefinidamente.

PALAVRAS-CHAVE: Limites. Calculo. Analise.
ABSTRACT

Indeterminations are a set of expressions that may come from the calculation of the limit
of certain functions and are characterized by not having a fix value, which may be a finite
number, diverge to infinite or simply not exist. Usually the discussion on the topic is
limited to examples and tools for resolution, without going through a formal discussion. In
this context, this work aims to make a formal presentation of the concept of
indeterminate expressions. For that, it was necessary to carry out bibliographic reviews in
books of the scope of Calculus and Real Analysis. Through this study, a more formal text
about the theme was produced, as well as, proved that these expressions cannot be
determined. The analysis of the demonstration revealed that the main factors to ensure
this are the fact of the most of the expressions are linked to non-commutative operations
and that the concept of infinity is not a number, but a notation that describes the behavior
of certain functions that grow (or decrease) indefinitely.

KEYWORDS: Limits. Calculus. Analysis.
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INTRODUCAO

O termo indeterminagdo, de modo geral, designa algo ou alguma coisa que
ndo se pode definir com clareza ou precisdo. No contexto matematico, em
particular, essa palavra pode adquirir diferentes sentidos, como é o caso em
Algebra Linear, cuja expressdo aparece para classificar sistemas de equacdes que
possuem infinitas solugdes. Enquanto que, em Calculo, se refere a um conjunto
de expressbes que surgem no calculo de limites de fungdes (DESANTI, 2017).
Lima (2019) acrescenta que essas expressdes ndo tem sentido aritmético, pois
dependendo da escolha das fungdes o limite pode resultar (ou ndo) um ndimero
real qualquer finito ou simplesmente ndo existir.

Essas expressdes também sdo conhecidas como Expressoes Indeterminadas
ou Formas Indeterminadas, cuja nomenclatura pode variar a depender do autor
do livro. Historicamente, este ultimo, aparece sendo empregado no século XIX
por um dos estudantes de Cauchy para se referir ao conjunto das expressées, que
sdo apresentadas em (5). Porém, cada uma delas ja se manifestou anteriormente,
de modo isolado e, em alguns casos, por exemplos individuais, até passarem a ser
generalizados.

Em geral, é este o tratamento que alguns livros de Cdlculo fornecem aos
estudantes sobre a tematica, apresentam exemplos de limites de fun¢des que
conduzem a esta forma e ferramentas para sua resolugdo, sem dar muita atengdo
ao aspecto formal. Neste contexto, este trabalho objetiva discutir dentro de uma
perspectiva formal e, ao fim, fornecer demonstra¢ces que comprovem que essas
expressoes sdo, de fato, indeterminadas.

MATERIAL E METODOS

Para o desenvolvimento deste trabalho, foi necessaria a revisao bibliografica
a respeito das Formas Indeterminadas tanto, no ambito do Calculo (LEITHOLD,
1994), quanto da Analise Matematica (LIMA, 2012; LIMA, 2007), procurando
encontrar uma definicdo exata, alguns exemplos e quais ferramentas sdo
empregados na resolugdo de limites, quando os mesmos resultam em
determinadas indeterminagdes.

Durante a revisdo bibliografica também foi necessario estudar outros
topicos, importantes para uma compreensdo clara sobre a tematica, como
nogdes topoldgicas. A partir desse estudo foi realizar a confecgdo de um resumo
contendo os principais aspectos vistos e apresentar uma demonstragdo que
comprove que as expressdes sao, de fato, indeterminaveis.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Antes de se questionar sobre o limite de uma fung¢do, em certo ponto, é
preciso garantir sua existéncia. Essa constatacdo pode ser obtida estudando os
valores da fungdo que estdo a direita e a esquerda do ponto de interesse.

Além disso, o ponto de interesse deve pertencer ao conjunto de pontos de
acumulac¢do do dominio da fungdo. Seja XcR um conjunto ndo vazio. Um ponto a
serd dito ponto de acumulagdo de X quando para todo e>0, se tenha
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(a-s,a+s)nx\{a}¢(2). O conjunto de pontos de acumulacdo de X sera denotado por
X.

E importante que o ponto de interesse seja de acumulacdo, para que seja
possivel analisar os valores que a funcdo assume a medida que os pontos se
tornam cada vez mais préximos do de interesse. No caso de aproximarem (tanto
a direita, quanto pela esquerda) a um mesmo valor, entdo o limite existe e
corresponde a este valor. Em outros termos, de maneira precisa, sejam
XCR, f:X->R e aeX. Sera dito que L é o limite de f(x) quando x tende para a e
denotado por

L=limf(x), (1)

quando para todo e>0, existir 650 de tal modo que se O<|x-a|<§,xEX entdo
|f(x)-f(a)|<e. Nesse sentido, além da necessidade de verificar o comportamento
desta funcdo nas proximidades do ponto, precisamos garantir que o ponto é de
acumulacgdo, ja que esse estudo se baseia nas vizinhancas deste ponto.

Uma consequéncia imediata da definicdo é que o limite é Unico. Se ndo fosse

assim, suponha que L e M sdo limites de f quando x tende para algum ponto.

Como LM, tomando e=|L'2—M|>O, existem §,, 6,>0 tais que

- X=|f(x)-L
{O<|x a|<8;, xEX=>|f(x)-L|<e 2)

0<|x-a|<8,, xEX=>|f(x)-M|<e’
Seja 6=min {5,,6,}. Deste modo, se tem que
|L-M|<|LFGO | +[F(0)-M|<2e=|L-M], (3)
uma contradigdo. Portanto, quando o limite existir, este deve ser Unico.

Outra observacdo importante segue da negacdo da definicdo, que nos diz
gue um numero L ndo é limite, quando existir um numero real >0 tal que para
qualquer 8>0 existe um ponto x;€X que satisfaca 0O<|xs-a|<6 e implique em

11 1 . N .
|f(xs)-L|2¢. Por outro lado, escolhendo &=1,,7, ..,~, .. se obtém uma sequéncia

(x,) tal que x,~a e |f(xs)-L|2e. Isto &, para provar que o limite ndo existe, é
suficiente apresentar duas sequéncias de numeros reais (x,) e (Vn) que
convergem para o ponto a, tais que as sequéncias associadas (f(x,)) e (f(yn))

convergem para valores distintos. No entanto, se para qualquer sequéncia (x,)
escolhida, com limx, =a, sempre se obtiver limf(x,) =L, entdo o limite existe e é
igual a L.

Ao estabelecer essa relacdo entre limites de funcbes e o de sequéncias
derivam diretamente trés propriedades interessantes, que estdo relacionada a
aritmética dos limites. Suponha que existe o limite para duas fungdes f e g em
certo ponto a (que pode estar ou ndo no dominio) e que eles valem L e M,
respectivamente. Entdo, existem os limites para fungdo soma f+g e produto f-g
sdo iguais a L+M e L-M, nesta ordem. Além disso, quando M=0, o limite do
quociente f/g existe e é igual a L/M. E claro que, existem outras propriedades que
também derivam dessa relagdo, no entanto, sdo estas que terdo um papel
interessante o qual serd visto mais a frente. E claro que as propriedades acima
dependem do limite de f e g possuirem limites.
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Conforme observado, existem situacdes em que a funcdo estudada ndo
possui limite. Em particular, ha uma delas que ocorre o seguinte: a medida que se
tomam intervalos de centro em um ponto fixo e raio, que pode se tornar tdo
pequeno quanto queira, os valores obtidos pela funcdo crescem (ou decrescem)
indefinidamente, sem um limitante maximo para este crescimento (ou
decrescimento). Para esta situacdo, em especifico, sera dito que o seu limite é
infinito (menos infinito).

De maneira mais precisa, sejam XcR, f:X->R e a€X. Serd dito que o limite de
f(x) € mais infinito, quando x tende para a, e escrito como

Ixig;f(x)=+°°, (4)

se, para cada valor real A>0 arbitrario, pudermos obter um outro nimero real
positivo &6>0 de tal forma que f(x)>A, sempre que 0<|x-a|<6,
x€X. De maneira parecida define-se quando f(x) tende para menos infinito. Neste
caso denota-se por —oo e exige-se que f(x)<-A. Uma observacdo especial a ser
feita é que zeo n3do sdo numeros, apenas notacdes que descrevem o
comportamento, na vizinhanca de um ponto, de uma classe particular de fungdes
gue ndo possuem limites. Um descuido com este detalhe (de que +co ndo sdo
numeros) pode levar ao uso indevido das operacdes aritméticas dos limites que
foram definidas anteriormente. Por exemplo, se tivermos duas func¢bes que
divergem para mais infinito, ndo é possivel afirmar, em geral, que o limite da
subtragdo va para zero, ou entdo, que o quociente convirja para um. Apesar de
ambos divergirem para infinito, isso pode ndo ocorrer mesma proporg¢ao, ou seja,
existe uma ordem de quem diverge mais rdpido e essa velocidade de divergéncia
acaba por influir nos casos dos limites citados anteriormente, que podem existir e
ser um numero real finito, ou entdo, divergir para infinito ou simplesmente ndo
existirem, o conjunto de expressdes que possui essa propriedade recebe o nome
de formas indeterminadas.

As formas indeterminadas sdo compostas por um grupo de sete expressoes
gue sao

’ OOIZI ooo']_m'o-oo’oo_oo_ (5)

olo

Essas formas recebem esse nome, pois ndo é possivel, de forma geral, dizer
algo a respeito do limite, o que sera provado na sequéncia.

~ 0 oo oo ~ . . .
Teorema. As expressoes -, 0%,=, 0,17,0-00 e co-o0 sd0 indeterminaveis.

Demonstracdo: Suponha que as expressdes sejam determinaveis. Entdo, para
toda funcdo tal que o limite tende para alguma dessas expressées, o limite existe
ou n3o. E facil mostrar que o segundo caso é absurdo e, portanto, o limite deve
existir. Logo, para cada uma das expressdes, existe um numero (finito ou nao)
gue corresponde ao valor deste limite.

Seja XcR, nao vazio, e a um ponto de acumulagao de X. Escolha ¢, :X->R de tal
modo que se tenha Iigq d)(x):lig’up(x): +eo . Além disso, tome c>0 qualquer, desde
X—2a X—2a

que diferente de 1. Note que ainda se tem lim c-@(x)=+c0. Dai

X—a

. cp(x) . oK)
L=limZ2 = cim®¥ =¢cL =1(1c)=0 6
fim 0 =l g = ¢t =2L(1¢)=0 (6)
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entdo c=1ou L=0. Como tomamos c#1, sé pode ser o caso que L=0. Por outro lado,
se o(x)=d(x), temos que o quociente ¢/@ é igual a 1 (desde que &(x) ndo se
anule). Entretanto, pela equacdo (6), sabemos que o limite do quociente é 0 e,
portanto, 0=1, uma contradicdo. Portanto, a expressao Z ndo é determinavel.

Agora, definiremos as fungbes {, §tu:X->R de tal modo que se tenha
Iign((x)=|ign£(x)=0 e Iign(x):l. Seja Zc R um subconjunto tal que
X—2a X—2a X—2a

Z={xeXIZ(x)#0, £(x)z0} e suponha que a€Z (neste conjunto ha sentido em indagar
sobre o limite no ponto a da funcdo racional). Nestas condicGes, seguem que:

[~

N (€ BT ) R

lim e = Iim RN (7)
. . (x) +eo

I = lim 2 =2

lim @70 = lim ——=_— (8)

O

0 ~ . . oo P
Observe que 5 € 0-o° sdo determindveis se, e somente se, — for tambem.
Como = n3o é determinavel, entdo as outras duas expressdes também n3o sio.

Nos outros casos, para se indagar sobre o seu limite devera ser definido um
novo dominio adequado e conveniente. Assim, seja
W={xeX|T(x)>0, 7(x)>0,b(x)>0, £(x)>0} e suponha que a€W'. Deste modo:

. ) . Iim @) INt(x) oo,

I :I (p(X) In T(X): X—>a = 0
lim () lime e e?, (9)
li (9(0)"* =l 60600 /8,10 1(00) g0, (10)
il (€)™ =lim 6 In (G0)) =g, (FONEI(E00) _ 0.0 (11)

Novamente, temos que 0% 17 e 09 s3o determindveis se, e somente se, 0-o0
for, o que ndo é o caso.

Resta mostrar que ndo se pode ter um limite fixo para o caso que eo-c=. Ora,
se o limite da diferenca ¢(x)-@(x) corresponde a algum numero M, entdo para
diferenca @(x)-¢(x) também vale M. Entdo

M=lim ¢ (0)-¢(0)=- <ng3 ¢(X)-<P(X)> =-M=M=0. (12)

Nestas condicdes, ndo ha possibilidades de M ser infinito, pois isso
acarretaria que o limite da diferenca inversa corresponderia ao infinito com sinal
inverso, que seria um absurdo. No entanto, se escolhermos uma constante
positiva k=1, ainda vale I;g; kd(x)=+e=. Logo

M=lim q>(x)-k<1>(x)=(1-k)|Xig1a d(x)=>k=1, (13)

gue ndo pode acontecer. Portanto, nenhuma das formas enunciadas pode ser
determinavel. Assim, se conclui que elas sdo indeterminaveis.

Observa-se que a mesma demonstracdo pode ser aplicada para o caso de
limites laterais ou infinitos, desde que sejam feita as devidas adequacdes.
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CONCLUSOES

Como ja dito, as formas indeterminadas se referem a um conjunto de sete
expressées que surgem na tentativa de calcular o limite de determinadas func¢des
em algum ponto (podendo ser finito ou ndo). Sdo ditas dessa maneira, pois ndo é
possivel estabelecer um comportamento geral para todos os casos. Para alguns
deles, o limite existe e € um numero real qualquer ou diverge para mais infinito,
enguanto que para outros, o limite ndo existe.

Ao tentar fazer qualquer suposicao sobre o seu valor, pode se encontrar uma

inconsisténcia. Com excecdo das duas primeiras expressdes indeterminadas, que
~ 0 .

sdo - e 0°%, todas as demais resultaram num absurdo porque buscou supor que

infinito fosse um numero que podia ser manipulado e, além disso, usou-se do
fato que as a subtracdo e divisdo ndo sdo operagdes comutativas, geralmente, e,
portanto, o valor do limite recaiu para aqueles que valem essa propriedade que
sdo o 0 e 1, respectivamente. E dai basta tomar contraexemplos sutis (de uma
maneira generalizada) para observar o absurdo. E claro que isso s6 é licito porque
se assumiu que existia um valor fixo para o limite de qualquer funcdo que levasse
a alguma daquelas formas. Também ndo pode ser dito que ndo existe valor para
nenhuma dessas expressoes, pois é facil desmentir essa hipotese.

~ 0 . .
As expressbes - e 0° foram provadas serem indeterminadas como

consequéncia das outras formas. No entanto, uma vez que 0 é um numero, é
possivel discutir os motivos para ndo serem determindveis a partir de outros
conceitos, que estdo relacionados com os campos da Algebra e Analise Real, que
nao é o escopo desse trabalho.

Apesar de ndo poder estabelecer um valor fixo para essas expressoes, o
calculo de seu limite s6 é possivel porque existem outras estratégias, muito
utilizadas em livros de Cdlculo, que envolvem técnicas de fatoragdo, simplificacdo
e diferencia¢do, por meio da regra de L’Hopital (voltada para as indeterminagdes
0/0 e oo/o0),

E claro que, o propdsito desse trabalho ndo é estabelecer que todo aluno
deva conhecer a formalizagdo das formas indeterminadas, mas ao contrario,
disponibilizar um material para uma discussdo mais profunda para aqueles que
sd0 mais curiosos, mesmo aqueles que nao sdo de cursos de Matematica, mas
que tem em sua grade a disciplina de Calculo Diferencial e Integral, ou para
professores de matemadtica, em geral.
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