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Analise computacional da dindmica de um péndulo duplo

Computational analysis of the dynamics of a double
pendulum

RESUMO

O estudo tem como objetivos estudar os angulos maximo a direita e a esquerda (AMED)
qgue a haste central de um péndulo duplo alcangou durante a simulacdo e o estudo de
rotacdo que a haste externa realiza em torno do préprio eixo de rotagdo. A simulagdo
realizou-se através de software de modelagem 3D, Autodesk Inventor 2020, onde foi
projetado, montado e simulado o movimento do péndulo duplo. Por meio da simulagdo
realizada por software, o estudo dos AMED com inclinagdo de partida diferente e calcular o
periodo de ocorréncia entre uma e outra inversdo. Assim, determinou-se a quantidade de
rotacdo completas que a haste externa realizou. As andlises foram realizadas sem aplicacdo
de forca de atrito ou qualquer tipo de torque.

PALAVRAS-CHAVE: Péndulo duplo. Dinamica. Analise computacional.
ABSTRACT

The study aims to study the maximum right and left angles (AMED) that the central rod of a
double pendulum reached during the simulation and study of rotation that the external rod
performs around the own axes of rotation. The simulation was carried out using 3D
modeling software, Autodesk Inventor 2020, where was designed, assembled and
simulated the double pendulum motion. Through simulation performed by software, the
study of AMED with different starting slope and calculating the period of occurrence
between one and the other inversion. Thus, it was determined the amount of complete
rotation that the external rod performed. The analyzes were performed without applying
frictional force or any type of torque.
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INTRODUCAO

Os péndulos duplos planares tém, em sua dinamica, um comportamento que
é conhecido como sendo cadtico (STACHOWIAK e OKADA, 2006). Apesar de ndo
ter uma utilizacdo tao ampla como outros mecanismos, ou até mesmo o péndulo
simples, o péndulo duplo ocorre frequentemente no transporte de cargas por
gruas ou pontes rolantes, assim como tém sido objeto de interesse e estudo nas
areas de robdtica.

Estudos que datam desde o inicio do século XX, demonstram que péndulos de
até trés hastes podem ser estabilizados com o uso de vibragdo mecanica em sua
base (STEPHENSON, 1908, 1909; LOWENSTERN, 1932; KAPITSA, 1951; LANDAU e
LIFSHITS, 1976; apud NIKOLAI, 2015). Além dos trabalhos citados, outros trabalhos
apresentam estudos e solucdes experimentais e tedricas ao problema da falta de
estabilidade em gruas e pontes rolantes industriais. No entanto, notou-se uma
dificuldade em encontrar dados que relatem o comportamento explicito de um
péndulo duplo, motivo que levou a este estudo.

Formado por uma haste central e outra externa, conforme é apresentado na
Figura 1, o péndulo duplo forma um sistema conservativo e ndo-linear. Shinbrot et
al. (1992), em um estudo sobre o comportamento cadtico em péndulos duplos,
demonstraram que o movimento das hastes é fortemente dependente das
condigdes iniciais. No movimento pode ou nao haver rotagao completa em torno
dos eixos de ambas as hastes ou apenas da haste externa. Apesar de ser aqui
suprimido, em Akerlof (2012) é possivel encontrar uma descricdo do
equacionamento matemadtico para o péndulo duplo com massa distribuida, como
o da Figura 1.

Figura 1 — Péndulo duplo planar

Fonte: Autoria prépria (2020)

Devido as facilidades construtivas, o estudo sobre o péndulo duplo, é uma das
formas mais simples de entender o movimento cadtico. As ferramentas
computacionais auxiliam nas atividades de projeto e simulagdo, tornando possivel
a visualizacdo do movimento em tempo real com a emissao de dados e graficos
qgue permitem a analise do comportamento dinamico.

Dessa forma, neste trabalho foi analisado o comportamento de um péndulo
duplo por meio de simula¢des feitas no software Autodesk Inventor 2020. Foi
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possivel analisar o movimento cadtico da haste externa em relagao a haste central.
Os objetivos eram determinar os angulos maximos a esquerda e a direta (AMED)
da haste central (com relacdo a vertical em sentido negativo) em funcdo da
variacdo nos angulos de partidas, e saber quantas voltas completas a haste externa
realiza em torno dos seu eixo de rotacdo. Ambos os resultados podem colaborar
com o entendimento do movimento cadtico dos péndulos duplos planares.

MATERIAIS E METODOS

No estudo foi realizada uma simulacdo para averiguar como o péndulo duplo
iria reagir a acdo da forca da gravidade. Apesar da ébvia presenca de torques
restritivos ao movimento das hastes em uma situacao real, a simulacdo foi
realizada sem atuacdo de um torque externo. Para alcancar os objetivos do
trabalho utilizou-se do software Autodesk Inventor 2020, onde foi o projetado,
montado e simulado o movimento do péndulo duplo planar mostrado na Figura 1.
Além das conhecidas técnicas de desenho e montagem, destaca-se aqui a
utilizacdo do ambiente “Simulacdo Dinamica” dentro do Inventor, cuja
funcionalidade é determinar apontar as restricGes, forcas e torques a qual um
sistema estd submetido e, pela solugdo numérica das equagdes dinamicas, simular
e analisar graficamente o comportamento dinamico do sistema.

A investigacdo deu-se inicio por meio do rastreio do movimento da haste
central (500x38 mm), para descobrir os AMED alcancados. Essa andlise foi
realizada utilizando diferentes angulos de partida em relagdo a horizontal em seu
sentido positivo, ou seja, os angulos de -30°, -15°, 0°, 15° e 30°, conforme pode ser
observado na Figura 2a. As simulacdes foram feitas com angulos diferentes para
observar qual seria o comportamento dinamico da haste central. Para obter esses
resultados foi analisado o trago vermelho do grafico do movimento, conforme o
exemplo da Figura 2b. Para facilitar a comparagao entre o AMED, os valores foram
registrados com relacdo ao eixo de quasi simetria ao movimento, ou seja, o eixo
vertical em seu sentido negativo.

Figura 2 — (a) InclinagGes usadas no langamento e seus respectivos angulos e (b) exemplo
dos tracgos de trajetdria para a extremidades de ambas as hastes.

(a) (b)
Fonte: Autoria prépria (2020).

Logo apds, os AMED da haste central serem analisados, teve inicio os estudos
da haste externa (400x38 mm). Nessa parte do estudo foi acompanhada a
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guantidade de deslocamento angular que ocorreu da haste externa em torno do
seu eixo de rotacdo, ou seja, a extremidade da haste central. De tempos em
tempos ocorria uma inversao do sentido de rotacao da haste externa, do sentido
hordrio para sentido anti-horario ou vice-versa. Para saber quando ocorreram as
inversdes foram analisados os dados e os graficos gerados no Inventor que,
importados no Microsoft Excel, possibilitaram a realizagao das anadlises utilizando
férmulas do Excel. Sabendo os instantes que ocorriam as inversdes do sentido de
rotacdo, foi possivel determinar a quantidade de voltas que houveram no periodo
entre uma e outra inversdo de rota¢do. Dessa forma, foi possivel realizar o cdlculo
do deslocamento angular da haste externa no periodo entre uma e outra inversao,
até o tempo maximo de andlise que era de 120 s. Essa Ultima analise foi realizada
para os angulos de 0°, 15° e 30°, pois nos angulos -15° e -30°, devido a menor
energia potencial inicial do sistema, ndo foi observado o movimento de rotagao
completa na haste externa.

As hastes foram consideradas como feitas de material acrilico. Com este
material, estimou-se que a massa da haste central seria de 72 g e da haste externa
de 57 g. Ndo foi utilizado qualquer tipo de torque ou forca de atrito, o que seria
comum em uma situacdo real. A andlise ocorreu durante 120 s para cada um dos
angulos de partida, com 6000 passos de tempo, ou seja, cada passo com 0,02 s.
Isso possibilitou a visualizagdo e analise do movimento sem lacunas significativas
dos deslocamentos e com boa aproximag¢ao a uma condigao real.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Os resultados podem ser separados em duas etapas:

a) aprimeira é a andlise dos AMED atingidos pela haste central para cada um
dos angulos; e

b) asegunda é a determinacdo do nimero de rota¢cdes completas realizadas
pela a haste externa em torno do seu eixo.

Portanto, na analise dos AMED para cada uma das inclinagdes de partida, foi
possivel encontrar os valores descritos na Tabela 1.

Tabela 1 — AMED para diferentes angulos de partida.

Tempo de ocorréncia Angulos maximos®
. = a
Inclinacdo dos AMED (S) 8

-30° 119,18 60,0° 60,0°
-15° 118,06 35,82 78,3° 78,2°
0° 97,72 86,92 103,3° 100,7°
15° 57,48 83,42 124,8° 125,6°
30° 73,92 71,42 152,4° 153,3°

@ com relagdo a horizontal no sentido positivo
b com relag3o 3 vertical no sentido negativo
Fonte: Autoria propria (2020).
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Para os angulos estudados e com base na Tabela 1, é possivel afirmar que no
lancamento a -30°, o movimento do péndulo duplo se manteve bastante simétrico,
sem superar AMED de 60°, que é exatamente o limite do langcamento a -30°.

No entanto, para todos os outros angulos de lancamento analisados, houve
acréscimo ao limite do langcamento, ou seja, para o angulo de -15°, cujo limite de
langamento era de 75°, marca ultrapassada em 3,3°. Para o angulo de langamento
de 0°, o limite foi rompido em 13,3°. Para os angulos de 15° e 30°, os limites foram
excedidos em 20,6° e 33,3°, respectivamente. Estes valores demonstram uma forte
relagdo entre a inclinagdo de langamento e a altura maxima alcangada pela haste
central do péndulo duplo.

Na Figura 3 sdo apresentados os graficos dos AMED, onde é nitida a variagdo
gue ocorre no alcance maximo em funcdo do tempo para diferentes inclinacées de
lancamento.

Figura 3 — Angulos maximos a esquerda (positivos) e a direita (negativos): (a) para
lancamento a -30° e (b) para lancamento a 30°.
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Fonte: Autoria propria (2020).

Na segunda etapa, foram determinados o numero de rotacdes completas
realizadas pela haste externa em funcdo da inclinacdo de lancamento. Cabe
ressaltar que essa analise ndo foi realizada para os angulos -30° e de -15°devido a
estes ndao permitirem a forma¢ao de nenhuma rotacao completa. Logo, para os
angulos de 0°, 15° e 30°, foram realizadas 132, 137 e 124 rotag¢des completas pela
haste externa em torno do seu eixo de rotagdo. Estes valores ndo permitem uma
determinar a existéncia de uma relacdo entre a inclinacdo de lancamento e o
numero de voltas completas ocorridas.

Os graficos da Figura 4 apresentam o comportamento do deslocamento
angular para as inclinages de langamento em 0°, 15° e 30°. Analisando as imagens,
nao é possivel determinar quaisquer relagdes entre os deslocamentos ocorridos e
os angulos de lancamento. Isso demonstra a dificuldade de se determinar a
posicoes de sistemas cadticos como é o caso do péndulo duplo estudado.

Para trabalhos futuros, sugere-se a analise de um maior nimero de angulos
de lancamento, assim como o desenvolvimento de um algoritmo para otimizar as
anadlises de quando ocorrem as inversdes do movimento e também a contagem do
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nimero de rotacbes completas realizadas para um determinado angulo de
lancamento. Andlises experimentais ja estdao previstas com o uso de um péndulo
duplo, onde os movimentos reais serdo comparados com os simulados.

Figura 4 — Deslocamento angular da haste externa no tempo. No sentido (+) a rotagdo é
anti-hordaria e no (-) é horaria (Eixo das ordenadas em graus): (a) 0°, (b) 15° e (c) 30°
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Fonte: Autoria propria (2020).

CONCLUSAO

Durante a realizacdo das etapas do estudo realizado sobre o comportamento
da haste central e haste externa do péndulo duplo, verificou-se que, na primeira
parte do estudo, onde foram analisados os AMED, foi possivel averiguar que
guanto maior o angulo de inclinagdo inicial, maior sera o AMED. Na segunda parte
do estudo, pode se afirmar que quando o péndulo duplo foi liberado de um angulo
maior ou igual a 0°, a haste externa realizou voltas completas em torno do eixo de
rotacdo em algum momento da simulagao.

Com os resultados obtidos é possivel analisar o movimento cadtico, para
entender, por exemplo, como cargas suspensas se comportam nessa situagao,
mostrando que ocorre inversao de rotacdo da carga suspensa, contribuindo com
desenvolvimento de equipamentos que possam prevenir o movimento cadtico de
forma mecanica.
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