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Fisica Quantica e Problemas de Equacoes
Diferenciais: Equacao de Schrodinger

Quantum Physics and Problems of Partial
Differential Equations: Schrodinger
Equation

RESUMO

Este trabalho tem por meta proporcionar ao orientando formacao

em Matematica, através de problemas relacionados
principalmente a Equacao de Schrédinger. Partimos da
formulacao conceitual da fisica quantica. Estudamos as

formulacbes da equacao de Schréodinger de uma a trés
dimensdes, até aqui, geralmente, com hamiltoniano independente
do tempo, tratando o problema sob as diferentes perspectivas
possiveis. Os casos mais relevantes estudados sdo o do pacote de
onda gaussiano, de transmissao ou retardo por reflexao, do
potencial periédico, e do oscilador harménico simples.

PALAVRAS-CHAVE: Palavra um. Palavra dois. Palavra trés.

ABSTRACT

This study has by goal to provide for the student qualification on
Mathematics, through problems primarily related to Schrédinger
Equation. First of all we consider the quantum physics conceptual
development. We study the formulations of the Schrdédinger
equation, until now, from one to three dimensions, where the
hamiltonian operator, generally, does not depend on time, dealing
with the problem of possible different perspectives. The main
studied problems are the gaussian wave packet, the transmission
or retarded reflection, the periodic potential and the harmonic
oscillator.

KEYWORDS: Quantum Physics. Differential Equations. Schrédinger
Equation.
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INTRODUCAO

A fisica quantica teve origem ainda no século XIX, quando
Planck formulou a ideia da transferéncia de energia em pacotes
minimos denominados quanta, relacionando-os a uma constante
universal que hoje leva o seu nome. Partimos de estudos tedricos
sobre o desenvolvimento conceitual da fisica quantica até os
modelos usados contemporaneamente. Segundo (HEISENBERG,
WERNER, 1990 ), (HEISENBERG, WERNER, 1949), (JAMMER, MAX,
1966), (JAUCH, J. M, 1968) e (PESSOAJUNIOR OSVALDO FROTA,
2006), suas implicacdes, no inicio do século XX, levaram
cientistas como Schrodinger, Bohr, Heisenberg, De Broglie,
Einstein, Minkowski, a redefinir as formas de descrever a
realidade por meio das ciéncias, da matematica e da filosofia.
Termos como causalidade, certeza/certitude, infinitude
precisaram ser redefinidos, e até hoje ndo ha uma teoria
hegemoénica fechada ou completa para todos os fendémenos que
envolvem dualidade onda-particula, ou complementaridade,
embora alguns fendmenos possam ser estudados a ponto de
garantir a humanidade alguns avancos tecnoldgicos, como
aumento da velocidade e reducao de custos de processadores de
computador. De qualquer forma é possivel descrever os sistemas
quanticos de forma ampla com a teoria da mecanica quantica,
que parte de alguns postulados, como o postulado da projecao,
que afirma que propriedades fisicas observaveis pertencem ao
espectro real de um operador auto-adjunto, e resolucdes
temporarias sobre a fisica experimental, como a Interpretacao de
Copenhague.

RESULTADOS E DISCUSSOES

Partimos do IV postulado da fisica quantica(LE BELLAC et.
al., 2013) e (COHEN-TANNOUD]JI, et al 1980), da equacao de
evolucao temporal de um vetor de estado sob as interpretacdes
de Schrédinger e Heisenberg:

Postulado IV: A evolucao temporal do vetor de estado de
um sistema quantico fechado é regido pela equacdo de evolucao
de Schrédinger

in22l — H(1)p(t) (1)

Postulado IV': O vetor de estado no tempo se deduz do
vetor de estado no tempo inicial pela aplicacao de um operador
unitario, chamado operador de evolucao

A primeira formulacao é conhecida como diferencial, na
gual o estado depende do tempo, mas o0s operadores sé
dependem do tempo quando ha interacao com um campo
exterior varidvel; a sequnda como formulacao integral, na qual os
estados sao independentes do tempo mas os operadores
dependem do tempo.

Munidos da teoria espectral de operadores hermitianos e
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unitarios, e do teorema de Stone, que associa ao operador
unitédrio de evolucao temporal um operador hermitiano T,
chamado de gerador infinitesimal de U, estabelecemos a conexdo
entre algebra e andlise. O teorema de Wigner, que associa 0s
dois estados ambiguos por uma transformacao do sistema fisico,
como a de Galileu, por exemplo, por meio de um operador
unitdrio ou anti-unitdrio, nos permite generalizar alguns
resultados em relacdo a grupos de simetria, além de interpretar o
sistema por meio da representacao projetiva. Operador unitario
com gerador infinitesimal hermitiano:

U(a) = exp(i.a.T) (2)

Outro é a regra de soma de Thomas-Reiche-Kuhn, para um
conjunto enumeravel de autovetores do operador hamiltoniano:

2m| X,
> ;—20’% — Eg) =1
n (3)
Mostramos que é possivel separar o movimento de um
sistema de particulas descrito pelo operador hamiltoniano no
movimento do centro de massa e o movimento da particula de

massa reduzilda, tall como no caso classico.
H=—P+ —P +V(X

21 2M (X) (4)
Discutimos também a necessidade das representacoes
projetivas para a transformacao de Galileu.
U(D) = exp(—i(T.G)/R) (5)
Em seguida, estudamos a diagonalizacao dos operadores
posicao X, e momento P, em relacao aos

espacos das funcdes quadrado-somaveis de Lebesgue de TR,

L*(IR) sobre posicao e momento, respectivamente, deduzindo a
desigualdade de Heisenberg para posicao e momento por meio
da transformacao de Fourier. Podemos entao analisar a evolucao
de um pacote de ondas livre, ou seja, sem energia potencial,
além de estudar casos padrao do hamiltoniano na equacao de

Schrodinger com potencial V(X), ou V(ﬁ), independente do
tempo em IR e R?, sob a hipétese de conservacao de corrente de
probabilidade. Estudamos entdo trés casos, o da reflexao e
transmissdo por um passo potencial, o poco quadrado e cubico, e
a difusao por um potencial. Além disso, introduzimos os estudos
em mecanica ondulatéria por meio do teorema de Bloch(ou
Floquet), para o caso de um potencial periédico. Analisamos
também o caso da equacao de Schrodinger independente do
tempo em R? deduzindo sua férmula de conservacdo de corrente
de probabilidade. Estudamos a deducao da regra de ouro de
Fermi por meio do conceito de densidade de niveis energéticp.

Outros resultados interessantes podem ser discutidos.
Deduzimos a desigualdade de Heisenberg para posicao e
momento usando a diagonalizacao dos respectivos operadores
com a hipétese do espaco de estados estar contido no espaco
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das funcdoes quadrado-somaveis de Lebesgue, LQ(IR), sem a
necessidade da transformacao de Fourier. Através de relacdes de
comutacao candnicas entre os operadores de posicdo e momento
deduzimos formulas para explicar o espalhamento de um pacote
de ondas. Em seguida analisamos o caso de um pacote de ondas
livre gaussiano, calculando a funcao de estado em funcao de um
estado inicial, bem como sua féormula exata, além de determinar
sua dispersao em posicao. Férmula de um pacote de onda
gaussiano:

Ak) = (ﬂ;)%el«“ _

(k — W)
202 (6)
No caso de um passo potencial calculamos os coeficientes

de reflexao e transmissao, para explicar justamente o atraso por
reflexao, sob a hipétese de conservacao de corrente de

probabilidade.

k—Fk .o AkE 2mE
R (k+k’), (k+k/>2,k h? (7)
o 2m(E — V)
N h2 (8)

No mesmo problema discutimos o caso em gue a particula

tem energia menor que a do passo potencial, calculando a

variacao da fase em relacao a energia
do 1

dE Vo — E (9)

Ainda nesse problema calculamos os coeficientes de

reflexao e transmissao supondo o pacote de ondas gaussiano

2, .,
R = (O-_)E/dk.e(kﬂrk)a <k$"€)2

71'2 k— /s2 (10)
o°, 1 7Y 2 4k
T=(—)? [ dke "M~
(7r) / ‘ <(/€—|—I€>2.li>
(11)
Calculamos ainda os niveis de energia para um poco
cubico infinito:

Pr? ong+1, m,+1, mn,+1,
(o0 (o (P

Enzn n, —
Y 2m (12)

Bem como deduzimos a férmula de conservacao de corrente de
probabilidade em trés dimensdes:

dp A
E—F?‘] =0

T = Rl (P )V (7 1)

(13)
(14)

O primeiro resultado a citar € uma relacao de equivaléncia
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entre matrizes de rotacao do grupo SO@3) e o grupo SU(2), a
ideia é estudar grupos e algebras de Lie, bem como algebroides
de Courant, e representacao de grupos, tanto conforma a
abordagem de Heisenberg, de evolucdao unitdria, como para o
estudo dos espacos solucdes de diferentes formulacdes da
equagao de Schrédinger.

Provamos também a equivaléncia entre as equacbes do
movimento de uma particula carregada, de carga ¢ constante,
dadas pelo operador lagrangiano e as equacOes de Euler-
Lagrange, e as equacOes dadas pela lei de Lorentz nao-

relativista:
1 -
H,— — (7 —qA)?+qV
l 2m(p q ) +q (15)
mzy = q(Ey + (v x B)yg) (16)

Isso para descrever casos do operador hamiltoniano, nesse
caso especifico o hamiltoniano em um campo magnético, para
ilustrar e comparar as teorias classica, "semi classica” e
quantica, entre outras.

Paralelamente, mas nao de forma independente,
estudamos andlise e teoria de EDQO’s e EDP’s, com principais
referenciais tedricos sendo (PERKO, LAWRENCE, 2001) e (EVANS,
LAWRENCE C, 2010), ja temos estudos em andamento sobre
sistemas  dinamicos quanticos cadticos limitados e
independentes do tempo, gque nos dd métodos que permitem
descrever o regime do limite “semiclassico”, conforme (OTT,
EDWARD, 1993) .

O projeto também envolve estudar publicacées recentes
sobre o tema Equacao de Schrodinger, dos pontos de vista
analitico, como em (CONAY, KERAN, 2017), e numérico, tal
como em (FOJON, O., GADELLA, M. LARA, L.P, 2010). Os
selecionados para o evento envolvem a referida equacao para
um pOCo com paredes nao inerciais.
Além disso ha um grupo de estudos de neutrinos de cooperacao
cientifica interinstitucional, visando, entre outros objetivos, a
interpretacao dos dados do experimento DUNE
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