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RESUMO

O objetivo do presente trabalho ¢ discretizar, verificar e aplicar a equagdo tridimensional em regime néo
permanente proposta por Pennes, também conhecida como equagdo de biotransferéncia de calor, em
coordenadas generalizadas. A resolu¢do desse modelo matematico foi obtida pelo método de volumes
finitos em sua forma totalmente implicita com as condi¢des de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin. O
sistema de equacdes lineares resultante foi resolvido pelo método de Gauss-Seidel. A verificagdo do
algoritmo foi realizada por meio da comparagao com solugdes analiticas € com um software comercial. Ao
comparar com a solugdo analitica o presente trabalho teve um comportamento conforme o esperado,
permitindo a sua utilizagdo em geometrias ortogonais com temperaturas constantes em sua fronteira. A
comparagdo com o software comercial obteve respostas coerentes habilitando o algoritmo a ser utilizado
em geometrias ndo ortogonais com fluxo constante e convec¢do em sua fronteira e com geragio de calor.
Quando aplicado o presente trabalho em uma tireoide com a presenca de tumor observou-se que houve um
leve aumento da temperatura na regido com a presenca de tumor, fato esse que indica a dificuldade de
diagnostico de cancer na tireoide com exames térmicos.
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ABSTRACT

The main goal of this article is to discretize, verify and apply the Pennes’ tridimensional diffusion heat
equation, non-steady-state in generalized mesh. The solution of this mathematical model was obtained by
using finite volume method in its fully implicit scheme with Dirichlet’s, Neumann’s and Robin’s boundary
conditions. The resulting equation was solved using Gauss-Siedel method. The algorithm’s verification was
set by comparing it to analytic solution and a commercial software. The analytic solution’s comparison to
the present work showed no great deviations allowing it to be used in orthogonal geometry with constant
temperature in its boundary. The commercial app comparison obtained coherent answers that enables the
algorithm to be used in non-orthogonal geometries with constant flux and convection in its boundary and
with a heat’s source. When applied the present work in a thyroid with a tumor, it was observed a slight
temperature’s increase in the region with tumor, this fact explains the difficulty of thyroid cancer diagnostic
with thermic exams.

Keywords: Pennes, Heat transfer, Finite volumes, Dirichlet, Neumann, Robin.
1 INTRODUCAO
O modelo matematico proposto por Pennes (1948) ¢ utilizado em sistemas biotérmicos para descrever a
transferéncia de calor em tecidos bioldgicos. Como a geometria de diversos 6rgaos do corpo humano ndo pode

ser facilmente descrita por coordenadas cartesianas, faz-se necessaria a utilizacdo de outros tipos de
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coordenadas espaciais, como as coordenadas generalizadas, que parametriza a geometria possibilitando o
calculo de volume e areas do objeto (DELGADO, 2012).

Sendo assim, como ¢ a distribui¢do de temperatura em uma tireoide humana com a presenga de tumor?
Neste contexto, o objetivo do presente trabalho ¢ apresentar a resolucdo numérica da equacdo de Pennes em
coordenadas generalizadas por meio do método de volumes finitos em sua forma totalmente implicito,
utilizando para verificagdo solugdes analiticas € um software comercial. Posteriormente, utilizou-se do
algoritmo implementado para simular a transferéncia de calor em uma tireoide humana com a presenca de
tumor de formato elipsoidal.

2 METODOS

A implementacdo do cdédigo e os resultados apresentados no presente trabalho foram obtidos com um
notebook com processador Intel® Core™ i5, memoria RAM de 8 GB, sistema operacional Windows 10 Home
Single Language de 64 bits.

A equacdo da difusdo de calor proposta por Pennes (1948) em coordenadas generalizadas € representada
pela Eq. (1):
%(pcj_pT) = :_5 [( aiq 65 g 0512 n = 4 Qg3 ay) k]] +— ( 213_:; + azzg_:‘F a23z_]T,) k]] +
%[( 31 35 + g o o 3375, )k]] —prpbW]b(Tb Dy Q]m + Q‘;’“ (1)
Em que: p é a massa especifica, kg.m™; Cp é a capacidade calorifica a pressdo constante, J.kg'.°C'; k é a
condutividade térmica, W.m™.°C"!; py é a massa especifica do sangue, kg.m; Cpy ¢ a capacidade calorifica a
pressdo constante do sangue, J.kg'.°C'; wy é a perfusdo sanguinea, s'; Qm € Qex sdo as fontes de calor
metabolica e externa e &, ) € v sdo as novas coordenadas do sistema, J € o jacobiano representado pela Eq. (2)
e os termos aj; sao coeficientes da equacao descritos pelas Eq. (3) a (8).

J= {xf(ynzy - yyzn) - xn(yfzy - yng) + xy(yfzn - ynzs‘)}_l 2)
a =] 282+ &5+ €2) (3)
@z =) 22 + 1% +n2) (4)
ass =) 22 + vy +v2) (5)
Q1 = a1 =] 2 (& + $yny + EMz) (6)
@13 = A31 = ] 2 (Ex¥e + &Yy + E12) (7
Az = 3z = ] 2 (NaVx + Yy + 12Y2) ®)

Em que (x,y,2) e (§,n,y) representam as coordenadas cartesianas e generalizadas, respectivamente, além de
que X representa a coordenada x derivada em fungdo da coordenada & e assim para cada outra variavel.
Para a resolu¢do da equagdo de transferéncia de calor em malhas generalizadas tridimensionais, foi
integrada a Eq. (1) e adotada a formulacao totalmente implicita para o tempo, obtendo-se a Eq. (9).
ApTy, = A Tg + ATy + ApTy + AsTs + ApneTng + AnwTvw + AswTsw + AseTsg + AfTr + ©)
ApTg + ApwTrw + ApeTre + ApnTey + ApsTrs + Apw Tew + ApeTpe + ApnTpy + ApsTgs + B
Em que cada subindice indica em qual ponto cada termo esta sendo calculado, devido ao limite de paginas
optou-se por omitir os coeficientes da Eq. (9) estando eles descritos detalhadamente em Maliska (2017).
Para o calculo de temperatura nas fronteiras, utilizou-se o método de volume ficticios. Assim, adotou-se
os trés tipos de condigdes de contorno, sendo elas: Dirichlet, Neumann e Robin. Para utilizar a condi¢do de
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contorno de Dirichlet basta assumir um valor infinito para o coeficiente de transferéncia de calor por convecgao

(h). Sendo assim, a Eq. (10) fornece a equacdo do volume ficticio para a fronteira leste.
{g¢ + he(Tw — Tl a11w = —kwlw (an (TPA_;W) +ag; (TN+TN]ZA_:S_TSW) +
s (TF+TFW—TB—TBW)) (10)
4Ay
Em que he representa o coeficiente de transferéncia de calor por convec¢do, W.m2.K; T.. na temperatura
ambiente na regido norte, K. Para Ty, utiliza-se a Eq. (11).

T, = Te=Tw (1)

w 2

Para os volumes de vértices, adotou-se uma média simples. Além disso, uma possivel verificagdo do
algoritmo implementado pelos autores € a comparagdo com a solugdo analitica com temperaturas de fronteiras
iguais a 0 °C e temperatura inicial de 20 °C com resfriamento durante 50 segundos. Sendo ela representada
pela Eq. (12).

T(x,y,z1t) =

2 2 2

{<1+(—1>"+1)(1+(—1)m“ ) sin(gx) sin(%5%) Si“(%”Z)} (12)

b

8T,
n_goz;.‘ozl Z?ﬁl:l Z?{):l nmr

3 RESULTADOS

A verificagdo do algoritmo implementado no presente trabalho passa pela comparagdo com a solugdo
analitica, tendo as condigdes de contorno de Dirichlet com todas as temperaturas em 0 °C, a temperatura inicial
¢ igual a 30 °C. O tempo de resfriamento foi de 60 segundos com At = 0.1 s e as propriedades termodinamicas
adotadas foram: 20 W.m™'.°C"!, 200 kg.m>, 800 J.kg"'.°C"! para a condutividade térmica, massa especifica e
capacidade calorifica, respectivamente. A Fig. (1) ilustra a malha utilizada na simulacéo e a Fig. (2) ilustra a
comparagdo entre a solucao analitica com o presente trabalho no ponto (0,2375, 0,2375, 0,2375).

Figura 1 — Malha utilizada na simulacio Figura 2 — Comparacio da solugdo analitica com o
presente trabalho
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Fonte: Autoria Propria (2021) Fonte: Autoria Propria (2021)

A Fig. (2) ilustra que a simulagdo do presente trabalho concorda a solugéo analitica, permitindo, assim, a
utilizagdo dele em geometrias cartesianas com a condi¢do de contorno de Dirichlet. Para verificar se o presente
trabalho pode ser utilizado com geometrias ndo cartesianas, utilizou-se de outra geometria e comparou os
resultados com um software comercial.
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Assim, a geometria escolhida ¢ similar a uma meia lua com dimensdes de 0,0125 m <= raio <= 0,0375 m
e com comprimento de 0.025 m. As propriedades termodinamicas na simulagdo da transferéncia de calor sdo:
202,4 W.m'.°C!, 871 J.kg'.°C!, 2719 kg.m™ para a condutividade térmica, capacidade calorifica e massa
especifica, respectivamente.

As condigdes de contorno utilizada na simulagdo da Fig. (3) foram de temperaturas iguais a 0 °C nas
fronteiras norte, sul, frente e fundo. Para a fronteira leste foi adotado troca térmica por convecgdo com seu
coeficiente (he) igual a 1.000 W.m™2.°C e temperatura do ambiente igual a 1.000 °C, ja na fronteira oeste
adotou-se um fluxo de calor constante igual a 100.000 W.m™2. Para a Fig. (4), as condi¢des de contornos
adotadas foram temperatura constante nas fronteiras frente, fundo, norte e sul igual a 0 °C e com geragdo de
calor igual a 200 MW.m™. Nas fronteiras leste e oeste adotou-se troca térmica por convecgdo com temperatura
ambiente de 1000 °C e 500 °C, respectivamente, com coeficiente convectivo de 1000 W.m2.°C-!. Assim, as
Figs. (3) e (4) ilustram a comparag¢do com o programa comercial no plano z igual a 0,0125, x iguala 0 ¢ 0,0125
<=y <=0,0375.

Figura 3 — Comparacio com o programa comercial
para as condi¢oes de Neumann e Robin.
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Figura 4 — Comparacio do presente trabalho com o
programa comercial para geracio de calor
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Fonte: Autoria Propria (2021) Fonte: Autoria Propria (2021)

De acordo com os resultados ilustrados nas Figs. (3) e (4) o presente trabalho pode ser utilizado com
geometrias ndo ortogonais e com as condi¢des de contorno de Neumann, Robin e com geragdo de calor. E
necessario ressaltar que os resultados obtidos das Figs. (3) e (4) estavam em regime permanente, que para
alcancga-lo adicionou um tempo tendendo ao infinito. Assim, o algoritmo implementado teve resposta
concordante ao esperado permitindo-o que seja utilizado com a gera¢do térmica e com as condi¢cdes de
contorno dos trés tipos.

Uma aplicagdo para o presente trabalho ¢ um estudo de distribuicdo térmica em uma tireoide com a
presenga de tumor conforme feito por Nascimento et al., (2020). No entanto, o trabalho apresentado nessa
pesquisa estuda a distribuicdo térmica bidimensional. Assim, no presente trabalho buscou-se simular a
transferéncia de calor em uma tireoide com geometria tridimensional.

As Figs. (5) e (6) ilustram a representacéo fisica e geometria da tireoide que foi utilizada na simulagéo,
respectivamente. As propriedades termodindmicas da tireoide sdo: 3609 J.kg'.°C"!, 1050 kg.m> € 0,52 W.m"
I.°C- para a capacidade calorifica, massa especifica e condutividade térmica. Na regido em que tem a presenga
do tumor, adotou-se uma massa especifica, capacidade calorifica, perfusdo sanguinea e temperatura do sangue
iguais a 1050 kg.m, 3617 J.kg'.°C!, 0,098 e 37 °C, respectivamente.
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Figura 5 — Representacio fisica de um tireoide Figura 6 — Malha da tireoide utilizada na
simulaciio no plano xyz
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Fonte: Arun ef al. (2014) com adaptacdes Fonte: Autoria Propria (2021)

Assim, de acordo com a metodologia adotada em Bittencourt (2017) considerou a temperatura inicial da
tireoide a 0 °C com as fronteiras sul, leste, oeste, frente e fundo isoladas ¢ apenas a fronteira norte exposta a
convecgdo com um coeficiente convectivo igual a 10 W.m2.°C! e temperatura ambiente igual a 25 °C. A
geometria adotada para descrever a regido do tumor foi a elipsoide descrita pela Eq. (13).

(x—0,0559)2 = (y-0,0231)®> = (z—0,015)? -1 (13)

0,0052 0,0052 0,012

A geragdo de calor metabolica foi adotada em 4.200 Wm e na regido dentro do tumor, adotou-se uma
geragdo 10 vezes maior. Com isso, as Figs. (7) e (8) ilustram a distribuicdo térmica da tireoide no plano xy
fixado a coordenada z em 17,5 mm e o comportamento térmico no centro da tireoide com o passar do tempo.

Figura 7 — Distribui¢ao térmica na tireoide no plano Figura 8 — Comportamento térmico no centro do
xy em z=17,5 mm tumor em 300 segundos
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Fonte: Autoria Propria (2021) Fonte: Autoria Propria (2021)

A Fig. (7) ilustra que a regido onde hé presenca do tumor ¢ levemente mais quente que a regido sadia,
embora ambas estejam na temperatura sanguinea. Ja a Fig. (8) mostra que a temperatura se mantém constante
em 37,05 °C, sendo essa a maior temperatura na tireoide, a sua temperatura média € de 36,98 °C, resultados
que refor¢cam as recomendagdes de Gavriloaia, Ghemigian, and Hurduc (2009) e Herman (2013) que utilizaram
sensores ultrassensiveis para o diagnostico do cancer na fase inicial ¢ mencionam que as melhorias na
tecnologia de andlise de dados e imagem tem trazido melhores solugdes para esses casos com cameras de
sensitividade térmica de 0,02 °C.
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4 CONCLUSAO

O estudo de transferéncia de calor ocorre em diversos segmentos da ciéncia e um deles é o comportamento
térmico em tecidos humanos, como proposto por Pennes (1948). Com isso, o presente trabalho teve como o
objetivo verificar um algoritmo para aplicagao dele com condi¢des de contorno de Dirichlet, Neumann e Robin
e, apds a verificagdo, aplica-lo em uma tireoide com a presenca de um tumor. Portanto, a comparagdo com a
solu¢do analitica obteve uma resposta concordante habilitando o algoritmo para ser utilizado em geometrias
ortogonais com a condi¢do de contorno de Dirichlet. As condigdes de contorno de Neumann e Robin foram
verificadas com a utilizacdo de um sofiware comercial cujo a comparagdo com o presente trabalho obteve
respostas sem grandes desvios. Como a presenga de tumor em uma tireoide gera calor, habilitou-se o presente
trabalho com a geracdo de calor e ele também se comportou de acordo com o aplicativo comercial. Na
aplicag@o do presente trabalho em uma tireoide pode-se observar que ha um leve aumento da temperatura na
regido com a presencga do tumor, fato esse que dificulta o diagnostico, pois requer equipamentos térmicos
sensiveis para a determinacao de regides tumorais.
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