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RESUMO

Problemas de otimizagdo matematica possuem aplica¢des nas mais diversas areas tal como economia,
estatistica, medicina, biologia, localizagdo, transportes ¢ engenharias. Tais problemas exigem uma solugédo
precisa, o que pode aumentar a sua complexidade e as variaveis de projeto. Sendo assim, esses problemas
podem ser classificados como problemas de otimizacdo irrestrita ou restrita. Para a convergéncia desses
problemas geralmente fazem do uso de cddigos computacionais, ndo se tratando apenas de um algoritmo
universal, mas sim de um conjunto de métodos que se adaptam a diferentes situacdes, ao fazer a escolha
pode-se entdo determinar a eficacia ou a falha na solugdo. No presente estudo estdo dispostos métodos de
otimizacdo ndo-linear irrestrito e restrito. Para o método irrestrito, ¢ abordado a respeito da escolha do
tamanho do passo e a escolha do método de descida, e qual a sua influéncia diante do algoritmo; ja para o
método restrito serdo apresentados meios de converter um problema restrito para um irrestrito.
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ABSTRACT

Math optimization problems have applications in several areas, such as economics, statistics, medicine,
biology, location, transport, and engineering. Such problems require a precise solution what can increase
your complexity and design variables. In general, these problems can be classified as unconstrained and
constrained optimization problems. For the convergence of these problems they usually use computational
codes, not just a universal algorithm, but a set of methods that adapt to different situations, by making the
choice one can then determine the effectiveness or failure of the solution. In the present study, unrestricted
and constrained nonlinear optimization methods are arranged. For the unrestricted method, it is discussed
about the choice of step size and the choice of the descent method and what is its influence on the algorithm;
for the restricted method, means of converting a restricted problem to an unrestricted one will be presented.

Keywords: optimization, unrestricted, restricted, optimization methods

1 INTRODUCAO

A otimizacdo matemadtica aplicada a analise de um problema pode variar muito em fungdo das
caracteristicas do sistema. Por exemplo, as varidveis de projeto, ou também denominada de variaveis de
decisdo, podem estar restritas por condi¢cdes impostas pelo problema analisado. Assim, a modelagem do
problema ¢ a etapa da identificagdo dos objetivos, variaveis e restri¢des, e considerada o passo mais importante
no processo (BRANDAO, 2010).
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Para a analise do problema, torna-se fundamental estabelecer conceitos tedricos associados as fungdes.
Assim como (FRIEDLANDER, 1994), consideremos a hipotese de que os resultados das fungdes de uma
varidvel apresentem f'(x*) = 0 e f"(x*) = 0, sendo que f:R > R, f € C*e f € C2, e x* um minimizador
de f em R. Temos algumas consideragdes a serem feitas para o uso do método irrestrito.

Preposi¢do 1. (Condi¢des necessaria de 1* ordem): Seja f: R™ - R, f € C*. Se x* ¢ um minimizador local
de f em R™, entdo Vf(x™) = 0.

Preposicio 2. (Condi¢des necessarias de segunda ordem): Seja f:R" > R, f € C2. Se x* é um
minimizador local de f em R™, entdo Vf(x*) = 0 e V2f(x*) é semidefinida positiva, ou seja d” V2 f(x*)d =
0, para qualquer vetor d € R"™, ndo nulo.

Preposi¢do 3. (Condigdes suficientes de segunda ordem): Seja f:R"™ > R, f € C% Se x* € R",
Vf(x*) =0,eV?f(x?) > 0, entdo x* ¢ um minimizador local estrito de f em R".
O seguinte teorema justifica a importancia de a funcdo ser convexa.

Teorema 1. Sejam C < R" convexo e f: C = R uma fungdo convexa. Se x* € C ¢ minimizador local de
f, entdo x* é minimizador global de f.

A partir do conhecimento tedrico sdo propostos métodos numéricos que, por meio de um processo iterativo,
gera uma sequéncia de valores que atendem as condi¢des citadas e garantem uma maior precisdo nos
resultados. O objetivo é: a partir de um ponto inicial x°, o algoritmo ira gerar uma série de aproximagdes, até
que a fungdo objetivo decresca até atingir um ponto 6timo, isso gerara uma sequéncia x* ¢ R™. O algoritmo
86 encerrara quando atender a condigdo imposta: Vf(x) = 0. Para gerar tal sequéncia os algoritmos escolhem,
a partir de cada ponto obtido uma melhor direcdo d para dar o seguinte passo, uma op¢édo ¢ na qual f decresce.
Garantimos que d ¢ de descida quando, para cada x*, existe § > 0 tal que f (X + td) < f(X), para todo t €
(0,8). Uma condigdo suficiente para garantir que d seja de descida é que V£ (¥)T d < 0 (RIBEIRO e KARAS,
2011). A seguir ¢ apresentado um algoritmo basico de descida para minimizar uma fung@o f.

Algoritmo 1. Algoritmo de descida
Dado x° € R™
k=0
REPITA enquanto Vf(x) # 0
Calcule d* tal que Vf(x*) Tdk < 0
Escolha t;, > Otal que f(x* + ¢, d¥) < f(xk)
Faga x**1 = x* + t, d¥
k=k+1

O Algoritmo 1 encontra um ponto estacionario em um numero finito de iteragcdes ou gera uma sequéncia
ao longo da qual f decresce. A cada iteragdo, os algoritmos de descida buscam minimizar f(x*) na direcio
f(x¥* + t,,d¥), sujeitaa t > 0. Esse processo é chamado de busca linear exata. Existem diversos métodos para
a escolha da dire¢do d¥, sio eles: Método do Gradiente, Newton, Quase-Newton e Gradientes Conjugados; e
para o tamanho do passo, t; além da Busca Exata temos a Secdo Aurea e a Condi¢do de Armijo (RINCAO,
2008). Tais métodos, aplicados na minimizacdo de fungdes irrestritas, serdo discutidos a seguir; assim como
os métodos aplicados em minimizagao restrita.
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2  METODOS

Para a escolha da direcio d* proposta pelo algoritmo 1, sdo apresentados a seguir os principais métodos
da literatura.
- Método do Gradiente.: A fungao objetivo necessita avangar na direcao que fornece o menor valor da derivada
direcional, seja ela: d¥ = —Vf(x*).
- Método de Newton: Neste método a cada iteracdo, calcula-se o gradiente da funcdo e também a matriz
hessiana, o que pode consumir muito tempo de computagdo ou ainda, muitas vezes, ser muito complexa a sua
obtengdo, a direcdo ¢ dada por: dj, = (V3£ (x*))~* Vf(x*).
- Método das dire¢oes conjugadas: Este método possui convergéncia mais rapida que o método de Cauchy e

um custo computacional inferior que ao de Newton. A direcio ¢ dada por: d* = -Vf(x**1) + Bd*,
(@) avp+yy . , L
onde B = @oTadk Ha mais duas variantes para o uso de 3, uma ¢ proposta por Polak and Ribiére e

outra por Fletcher e Reeves (RINCAO, 2008).

- Meétodo Quase-Newton: Esse método tem uma melhor performance que Cauchy e é mais barato
computacionalmente que Newton. Nele é feito uma aproximagdo para a Hessiana da fungdo objetivo ao longo
das iteragdes, temos a diregdo dada por: d* =- H,Vf(x*), onde H, € R™" ¢ definida positiva. Ha duas
variagdes para o método Quase-Newton, que se diferem no calculo de Hy, sdo eles o Método DFP, proposta
por Davindon, Fletcher e Powell e 0 Método BFGS pertencente aos Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno
(BFGS), que possui um desempenho computacional superior ao de DFP.

Para a escolha do tamanho do passo t; proposta pelo algoritmo 1, sdo apresentados a seguir os principais
métodos da literatura.
- Busca Linear exata: Busca-se minimizar a fun¢io ¢(t) = f(x* + t,d¥), fazendo Ve(t;) = 0. Para o caso

em que f € uma fungdo quadratica, definida por f(x) = %xTAx + bTx + ¢, com A simétrica definida positiva,
vr(x) vr(xk)

vf(xk) avf(xk)

- Se¢do Aurea: Neste método utiliza-se a estratégia de dividir o segmento [a, b] na razio area, conhecida como

a formula do passo € dada por: t;, =

numero de ouro, ¢ descartar uma das partes. A vantagem € que ao descartar uma dessas areas ¢ descartado
mais de 38% ao invés de 33,33% no caso se a divisdo for feita em trés partes iguais (RIBEIRO e KARAS,
2011).

- Condigdo de Armijo: Trata-se de um método inexato que procura uma boa reducdo da fungdo ao longo da
direcdo, porém sem tentativa de minimizagdo, sendo medida pela seguinte inequacdo: f (xk + td* ) <
f(xk) +nt(VF*)Td*. Sdo necessarios os seguintes dados: x, € R™, d € R™e vy, n € (0,1) arbitrarios. E
importante que o tamanho do passo t ndo seja muito pequeno. E uma forma de evitar ¢ iniciarcom t = 1, e
caso necessario, reduzi-lo até que a inequacio esteja satisfeita. E feito o teste t = yt, até que f(x* + t,d*) >
f(xF) + nt(V )T d¥, seja atingida.

Ao impor alguma restricdo a funcdo objetivo fard com que o nivel de dificuldade do problema aumente a
medida que cresce o grau de ndo linearidade (FRITZSCHE, 1978). A resolugdo para um problema nédo linear
restrito parte de dois aspectos: (a) transformar um problema restrito em um nao irrestrito, sendo possivel
resolvé-lo através dos métodos ja apresentados; e (b) estender os conceitos de programacao linear a nao linear,
onde por meio de aproximacdes lineares sucessivas substitui a fungdo do problema nao linear original por um

https://eventos.utfpr.edu.br/sicite/sicite2021 3



Xl Semindrio de Extensdo e Inovagdo
XXVI Semindrio de Iniciagdo Cientifica e Tecnolégica
08 a 12 de Novembro - Guarapuava/PR

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

SEI-SICITE 2021

Pesquisa e Extensdo para um
mundo em transformagdo

CAMPUS GUARAPUAVA

linear andlogo (FORMIGA, 1999). Ha inimeros métodos para a busca da solucdo de problemas restritos, a
seguir apresentaremos alguns deles.

- Método de Penalidades: Trata-se de um método indireto para otimizagdo restrita, onde ¢ composto pela
transformagdo do problema restrito original num problema irrestrito equivalente. Os métodos de penalidade
podem ser divididos em:

(a) Método de penalidade exterior ou métodos de Penalidade: neste caso o método “pune” qualquer violagao
as restrigdes, gerando uma sequéncia de pontos podendo estar ou ndo presentes na regido factivel (FORMIGA,
1999).

(b) Método de penalidade interior ou métodos de barreira: geram os seus pontos dentro da regido factivel do
problema. Dessa forma adiciona a fungo objetivo uma penalidade que favorece os pontos interiores proximos
da fronteira da regido factivel (FORMIGA, 1999).

- Método do Lagrangeano aumentado: Proposto por Hestenes (1969) e Powell (1969), descende do método de
penalidade quadratica, mas para ndo ocorrer o mau condicionamento comum desse método, consideram as
estimativas dos multiplicadores de Lagrange. O método do Lagrangeano aumentado preserva a suavidade da
fungdo (OLIVEIRA, 2012).

3 RESULTADOS

Os métodos teoricos apresentados foram implementados em Matlab, e aplicados a analise de fungdes
escolhidas. A Tabela 1 traz os resultados para uma série de testes com diferentes funcdes objetivos, assim
como o ponto inicial, x%; o nimero de iteragdes, k; e o tempo médio t,,44, em segundos, de trés execugdes
dos algoritmos. Algumas informagdes importantes: Para a Condigdo de Armijo considerou-se y = 0,95, =
0,5 et = 1, onde ha testes utilizando a busca exata; No método da segdo aurea utilizou os parametros ¢ = 0,1
e p = 0,5; Como critério da parada ||V £ (x*)|| < 10~*; Pontos iniciais (1,1) para a funcio f; (x1,x,) = 3x2 +
7x2 + 4x,x, + 8x; — 2x, + 11 ¢ (2,1) para a fungdo f,(x;,x,) = x2 + 8x5 + 3.

Tabela 1. Resultados obtidos da execu¢io das fun¢des nos diferentes métodos

. Passo Busca Linear Secdo Aurea Condig¢ao de Armijo
Funcao ,

Método k Tempo k Tempo k Tempo
Gradiente 14 1,232 43 9,952 13 28,811
Newton 132 33,135 3 2,842 1 0,343

fi Gradiente Conjugado - B original 2 0,398 19 11,191 6 17,167
Quase Newton (DFP) 2 0,438 4 2,857 4 6,622
Quase Newton (BFGS) 2 0,699 5 5,321 4 6,522
Gradiente 13 1,311 35 16,629 8 19,878
Newton 143 40,023 3 2,216 1 0,353

fa Gradiente Conjugado - B original 2 0,424 15 10,130 6 15,248
Quase Newton (DFP) 2 0,391 4 2,755 5 5,778
Quase Newton (BFGS) 2 0,640 4 2,351 5 6,364

Fonte: Autoria Propria (2021)
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E possivel notar que o nimero de iteragdes néo é o fator que garante a rapidez da convergéncia, por isso é
importante levar em consideracao fatores como que algumas fungdes garantem a convergéncia quadratica em
n passos, como no caso do método de diregdes conjugadas. Para melhor facilitar o entendimento
apresentaremos um comparativo grafico com a fungéo f,.

Figura 1: Caminho iterativo para a funcio f,

25

(a) Gradiente - Busca linear exata (b) Gradiente - Se¢io Aurea (¢) Newton - Condicio de Armijo
Fonte: Autoria Propria (2021)

Podemos notar que as 13 iteragdes, para busca linear exata, formam angulos ortogonais entre si (Figura
1(a)) e apresenta a sua convergéncia com t,,sq = 1,311921s, diferente do caso com o uso do passo de Segdo
Aurea, t,,,459 = 16,62952367s (Figura 1(b)). Neste caso foram utilizadas 35 iteragdes, e ao usar esse tipo de
passo, ja ndo ocorre a ortogonalidade entre eles.

O método de Cauchy, por se tratar de um método exato, a sua convergéncia pode ser lento, porém os seus
resultados sdo precisos, ¢ também por ser uma fungdo quadratica podemos garantir a sua convergéncia. Mas
podemos destacar também que o melhor método para a resolugdo de fungdes quadraticas é com a utiliza¢do do
método de Newton com passo de Armijo, que apesar do alto custo computacional alcanca a convergéncia em
apenas 1 iteragdo (Figura 1(c)).

A fim de analisar numericamente também um problema de minimizag¢ao restrita, consideramos o problema
teorico:

min f(x;,x,) = 3x; + 4x32
(2x1+ 2x, =3
5x, =4
2x1 = 3x,
4x, —x, < 10
x? +2x, =10
X1X, +x% <20
0<x <10
\ 1<x,<4

S.a. s

O qual foi implementado no software Matlab e resolvido com o auxilio da rotina finincon. Como ponto
inicial utilizado foi x = (0,0). A solugdo 6tima gerada pelo algoritmo foi f(1,2743; 1,3920) = 11,5739,
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em um tempo de t = 0,159340 segundos. Podemos notar que apesar de possuir condi¢des lineares e nédo
lineares, um intervalo definido a rotina executou em um curto tempo.

Em muitos problemas da Engenharia podem ser utilizadas a rotina finincon para encontrar a solugao 6timo.
Como exemplo o dimensionamento de estruturas que podem ter em conta como restri¢ao o custo, o peso, a
area da se¢do transversal, ou qualquer outro (SIAS e ALVES, 2015).

4 CONCLUSAO

O presente estudo propOs importantes topicos relacionados aos diferentes métodos para a busca de
minimizadores. Em Engenharia Civil, por exemplo, tais métodos podem ser aplicados em diversas analises,
tais como o dimensionamento de estruturas, trazendo beneficio comprovado na busca de excelentes resultados.

A otimizacdo aplica-se em inumeras situacdes ou problemas em que se deseja melhorar e obter um
desempenho maximo. A eficiéncia dos resultados pode ser alcancada de forma mais rapida por meio de um
estudo prévio, o que permite a resolugdo dos problemas de forma numérica e de forma otimizada. Sendo assim,
a andlise tedrica e numérica de tais problemas sdo necessarias para garantir um melhor desempenho numérico
alcancado.

Para isso, o estudo dos métodos teodricos aliados & implementagdo numérica, permitem estabelecer
parametros que identificam o melhor método para cada problema. Ampliando ao cenario de testes, podemos
identificar classes que os tornam mais aplicaveis.
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