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Coloracao Total em Poténcias de Ciclos

Total-Coloring on Powers of Cycles

Daniel Akira Mori *, Sheila Morais de Almeida’

RESUMO

Uma coloragdo total em um grafo é uma atribuicdo de cores para seus vértices e arestas de forma que
quaisquer dois elementos adjacentes tenham cores distintas. O Problema da Coloragdo Total é, dado um grafo
G, determinar seu nimero cromatico total, y”’(G), que é o menor nimero de cores para uma coloracao total
de G. Por definicdo, y”(G) = A(G) + 1, onde A(G) é o maior nimero de arestas incidentes em um mesmo
vértice de G. Quando x”'(G) = A(G) + 1, o grafo é Tipo 1; quando y"'(G) = A(G) + 2, o grafo é Tipo 2. A
Conjectura da Coloragdo Total (TCC), que estd em aberto desde 1965, diz que x”'(G) < A(G) + 2, para
qualquer grafo simples G. Decidir se um grafo simples € Tipo 1 é um problema computacionalmente dificil
(NP-completo). Campos provou em 2004 que a TCC vale para a k-ésima poténcia do ciclo C,, denotada por
Ck, quando n € par, e n e k sio inteiros positivos. Neste trabalho, a técnica de Campos foi modificada e uma
coloracao total para um subgrafo gerador do C,’§ foi obtida. Considerando esta coloragdo e n com qualquer
paridade, propriedades sobre as listas de cores usadas e disponiveis em cada vértice do grafo sdo provadas.

Palavras-chave: coloracdo total. poténcia de ciclo. nimero cromatico total. teoria dos grafos.

ABSTRACT

A total coloring of a graph is an assignment of colors to its vertices and edges such that any two adjacent
elements have distinct colors. The Total Coloring Problem is, given a graph G, determining its total chromatic
number, which is the minimum number of colors for a total coloring of G. By definition, y”'(G) = A(G) +1,
where A(G) is the maximum number of edges that share a common vertex of G. If y”’(G) = A(G) + 1, the
graph is Type 1; if y”(G) = A(G) + 2, the graph is Type 2. The Total Coloring Conjecture (TCC), which
remains open since 1965, states that "' (G) < A(G) + 2, for any simple graph G. Deciding if a simple graph
is Type 1 is a hard computational problem (NP-complete). In 2004, Campos proved TCC holds for the kth
power of the cycle C,,, denoted by C¥, when n is even, and n and k are positive integers. In this paper, the
Campos technique is adapted, and a total coloring for a spanning subgraph of C¥ is obtained. Considering
this coloring and any parity of n, properties about the lists of assigned and available colors for each vertex of
the graph are proved.

Keywords: total coloring. power of cycle. total chromatic number. graph theory.
1 INTRODUCAO

Um grafo G = (V(G),E(G)) é constituido por um conjunto de vértices, V(G), um conjunto de arestas,
E(G), e uma funcdo de incidéncia que relaciona cada aresta a um par ndo ordenado de vértices de G. Os vértices
deste par sdo denominados extremos. Uma aresta com extremos u e v é denotada por (u,v). Se u = v entdo (u,v)

é um laco. Se duas arestas distintas possuem os mesmos extremos sao arestas miiltiplas. Se um grafo ndo possui
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arestas multiplas nem lagos, entdo é um grafo simples; caso contrdrio, é um multigrafos. Neste artigo, todos os
grafos sdo simples.

Os vértices e arestas de um grafo sdo chamados de elementos. Dois elementos sdo adjacentes se sao dois
vértices que compartilham uma aresta, ou duas arestas que compartilham um vértice, ou uma aresta e um vértice
em que incide. Uma coloragdo total de um grafo G € uma associagd@o de cores aos elementos de G de forma
que quaisquer dois elementos adjacentes possuam cores distintas. O niimero cromdtico total de G, "' (G), € o
menor nimero de cores necessarias para realizar uma coloracdo total em G. O Problema da Coloragdo Total é
determinar y”’(G) quando é dado um grafo G.

Considere um grafo G e um vértice v € V(G). O nimero de arestas incidentes em v € o grau de v, denotado
por d(v). O grau mdximo de um grafo G, denotado por A(G) é o maior dentre os graus dos vértices de G. Em
1965, Behzad (1965) e Vizing (1965) em trabalhos independentes apresentaram a Conjectura da Coloragdo
Total, abreviadamente TCC (do inglés Toral Coloring Conjecture), segundo a qual todo grafo simples G tem
x"”(G) < A(G) +2. Se a TCC for verdadeira, entdo todo grafo simples pode ser classificado em Tipo 1 (quando
x"(G) =A(G) + 1) ou Tipo 2 (quando x”'(G) = A(G) + 2).

O Problema da Colorac¢do Total foi apresentado por Behzad (1965) ha mais de 50 anos e ndo se conhece
um algoritmo que o resolva eficientemente. Segundo Sanchez-Arroyo (1989), decidir se y”/(G) = A(G) + 1
é computacionalmente dificil (NP-completo). Devido a dificuldade computacional do problema, vérios
pesquisadores o restringem a classes de grafos especificas. Rosenfeld Rosenfeld (1971) provou que a TCC
¢é vélida para todos grafos cubicos. Yap, Jian-Fang e Zhongfu (1989) provaram a TCC para todos os grafos
multipartidos completos. Chew e Yap (1992) e Hoffman e Rodger (1992) provaram que todo multipartido
completo com nimero de vértices impar é Tipo 1. Figueiredo, Meidanis e Mello (1999) determinaram o nimero
cromdtico total dos grafos dualmente cordais com grau maximo par.

Um ciclo com n vértices, denotado por C,,, ¢ um grafo com conjunto de vértices V(Cy,) = {vo, vi,V2, ..., Vu_1}
e conjunto de arestas E(C,) = {(Vi,V(i+1) (modn)) : 0 < i < n}. A k-ésima poténcia de ciclo, le, é o grafo
com conjunto de vértices V(CX) = {vg,...,v,_1} e conjunto de arestas E(CX) = E' UE? U ... U E¥, onde
E'={(vj,v(j+i) (modn)):0 < j <n—1}. Observe que o grafo ciclo C, é a poténcia de ciclo C}.

Para as poténcias de ciclos, o Problema da Coloragéo Total tem alguns resultados parciais. Se k > | 5 |, entdo
existe aresta entre todo par de vértices. Neste caso, o grafo € chamado de grafo completo e denotado por K,,. Os
grafos completos sao Tipo 1 se e somente se n € impar, como provado por Behzad, Chartrand e Cooper (1967).
Se k = 1, entdo C, é Tipo 1 se e somente se n é miltiplo de 3, de acordo com Yap (1996). Campos e Mello
(2003) provaram que se k = 2 e n > 6, a poténcia CX & Tipo 1 se e somente se n # 7. Para k € {3,4} o nlimero
cromadtico total das poténcias de ciclos foi determinado por Almeida et al. (2014) e Zorzi, Figueiredo e Machado
(2020). Entio, o ntimero cromatico total dos grafos CX com k < 4 ou k > [ 5] € conhecido. Para outros valores
de k, hd apenas resultados parciais. Campos e Mello (2003) provaram que se n € impar e k > 5 — 1, entdo ck¢
Tipo 2. Zorzi, Figueiredo e Machado (2020) provaram que para qualquer k par e n > 4k + 2k, o grafo C¥ é Tipo
1. Em relacdo a TCC nas poténcias de ciclos, Campos e Mello (2004), provaram que a TCC vale quando 7 € par;
e para n impar ha resultados parciais apontados por Campos e Mello (2004) e Zorzi, Figueiredo e Machado
(2020).

Como o niimero cromdtico total de algumas poténcias de ciclos é desconhecido, propomos uma adaptagcao da
técnica de coloragdo total desenvolvida por Campos e Mello (2004). Esta adaptacdo gera uma coloragao total de
um subgrafo gerador da poténcia de ciclo C¥, que serd denotado por G p. Sio provadas propriedades das listas

de cores disponiveis em cada vértice de G p com a nova coloragio.
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2 DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Nesta secdo sdo definidos conceitos bdsicos da Teoria dos Grafos que sdo importantes para a compreensao
deste estudo. Além disso, sdo apresentados resultados preliminares que motivaram o desenvolvimento desta
pesquisa. Os conceitos basicos sdo definidos da mesma maneira que em bibliografias cldssicas da 4rea de Teoria
dos Grafos, como o livro de Bondy e Murty (1976).

Um grafo € bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois conjuntos, A e B, tais que
ndo existem arestas entre vértices do mesmo conjunto. Um grafo H € subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e todo extremo de aresta pertencente a E (H) é um vértice de V(H). Se V(H) = V(G), entdo H é
subgrafo gerador de G. Uma decomposicdo de um grafo G em subgrafos é um conjunto de subgrafos de G, G,
G2, ..., G4, tal que a unido dos conjuntos de vértices desses subgrafos € o conjunto de vértices V(G) e a unido do
conjunto de arestas desses subgrafos € o conjunto de arestas E(G). Uma decomposi¢do de um grafo é disjunta
nas arestas quando E(G;) N E(G;) = 0, para quaisquer dois subgrafos G; e G ; da decomposicao.

Campos e Mello (2004) apresentaram uma técnica de coloracgao total para as poténcias de ciclos que foi
utilizada para provar a TCC nesta classe. Esta técnica é descrita no restante desta secio, pois serd utilizada para a
apresentacdo dos resultados deste trabalho.

Considere uma decomposicio disjunta nas arestas da poténcia de ciclo CX em dois subgrafos geradores G p
e Gy tais que G p tem conjunto de arestas Ulsis[%] E? e G tem conjunto de arestas E(C¥) \ E(Gp). Seja
b= |7l er=nmod (k +1). Para provar a TCC, € feita uma coloragdo total do grafo G p que depende de
uma particio B = [By, By, ..., By_1, B,] do conjunto V(C¥)), tal que |B;| =k + 1 paraO < i < b,e |B,| =r.
Para 0 < i < b, a parte B; € definida por {v;(x+1)+;j : 0 < j < k}. A parte B, € definida por {v,,—,...,v,-1}. O
vértice v;(x+1)+; também serd denotado por “5” para0 <i <be0 < j < k. Nobloco B, o vértice v,,_,4; €

p
i
Considerando a parti¢do B, a fung¢do ¢ : V(Gp) UE(Gp) — {0,1,2,...,k +r — 1} define uma coloragéo

denotado por u

total para o grafo Gp. Os vértices de G p sao coloridos de acordo com a equagado 1. E as arestas de G p sdo

coloridas conforme a equacdo 2. Relembre que ”5’ =Vik+)+jpara0 <i<be u;. = Vir4j-

; J se0<i<b;
puf) = o (1
k+1+] seujeBr.

©(Ve,V(e42d) mod n) = @(V(£+d) mod n)- (2)

Campos e Mello (2004) provam que ¢ é uma coloracdo total véalida para o grafo G p e que, quando n ¢ par,
G é bipartido. Segundo Konig (1916), todo grafo bipartido G tem uma coloracao das arestas com A(G) cores
tal que quaisquer arestas adjacentes tém cores diferentes. Observa-se que A(Gy) = 2[%]. Como foram usadas
k + 1+ r cores na coloracdo de Gp, hd 2k +2 — (k+r + 1) = k — r + 1 cores disponiveis para colorir as arestas
de G de forma que se garanta a TCC.

Na coloracgdo total de G p, em cada vértice v,, foram usadas: uma cor para colorir v, € mais 2[%] cores
para colorir as arestas incidentes em v,. Entdo, cada vértice do grafo C¥ tem exatamente k + r — 2[%] cores
disponiveis, dentre as ja utilizadas em G p, que podem ser atribuidas as arestas que nele incidem em G;. Seja
C(v¢) o conjunto das cores das arestas que incidem no vértice v, no grafo G p mais a cor do préprio ve. E seja
C(uj.) o subconjunto {0, 1,2, ..., k+7r}\ C(u;).

Campos e Mello (2004) provam que as arestas incidentes em u; no grafo Gy podem ser coloridas com as
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cores do conjunto C(uj.) U{k+r+1L,k+r+2,...,2k + 1}, sem que haja conflitos de cores, ou seja, de forma
que o grafo C¥ tenha uma coloragio total. Como esta coloragio total do C¥ utiliza no méximo 2k + 2 cores, estd
provada a TCC para esta classe.

3 RESULTADOS

Nesta se¢io € apresentada uma nova forma de particionar os vértices da poténcia de ciclo CX para se obter

uma coloracio total do subgrafo G p. Em seguida, prova-se que com esta adaptagdo o conjunto de cores C (u;)
tem pelo menos um certo nimero de cores consecutivas, para todo par i, ;.

Uma particao é equilibrada se a diferenca de tamanho entre quaisquer duas partes € no mdximo 1. Nesta
secdo, os vértices serdo redistribuidos nas partes B;, para 0 < i < b da particdo B de forma que esta se torne
uma particdo equilibrada e B, deixe de existir. Sejam ¢ = [%J, s=rmodb,ey=k+1+¢. Ses=0,entdo
|B;| = v, para todo i; caso contrdrio, s = r mod b partes tém tamanho y + 1 e b — s partes tém tamanho 7.

Seja 7 a ordem ciclica (vo, v, V2, ..., Va1, vo) dos vértices de V(CK). Particione o conjunto V(C¥) em b
partes, Bg, By, ..., Bp, tal que as primeiras s partes tenham y + 1 vértices, tomados consecutivamente a partir
de vp na ordem m até completar cada parte; e as demais b — s partes tenham y vértices, também tomados
consecutivamente na ordem 7 até completar cada parte e concluir a particdo.

Em cada parte B;, 0 < i < b, suponha uma ordenacdo dos vértices que seja uma restricdio de m a B; e
renomeie os vértices consecutivamente B; = {uf, u’, u}, .. 'uiBil—l}’ 0 <i < b. Assim como em Campos e
Mello (2004), pinte cada vértice ull comcor j,0 <i < be0 < j < |B;|. Observe que ndo hd vértices adjacentes
com a mesma cor, ja que a distincia entre quaisquer dois vértices de mesma cor € maior ou igual a k + 1 por
construgao.

Para cada vértice u; =v,, 0 <€ <n 0<i<bel0<j < |B, pinte o conjunto de ares-
tas {(V(¢-2p) mod n>V(e42p)modn) : 1 < p < [%J} com a cor j. Observe que a cor de cada aresta
(V(e=2p) mod ns V(£+2p) mod n) € distinta da cor dos vértices V(s—2p) modn € V(¢+2p) mod n» j4 que a distancia
entre tais vértices e v, € no maximo k no grafo C,. Observe também que ndo existem duas arestas com a
mesma cor incidentes em vy. Caso contrdrio, existiriam dois vértices com a mesma cor, vy € v, tais que
(¢—y)modn < |_§J} e(z—¢)modn < |_§J }. Neste caso, (z —y) mod n < k e, portanto, z e y sdo adjacentes
e nio foram coloridos com a mesma cor. Entdo, o subgrafo de C* que est4 colorido tem uma coloragio total

propria. Sejam ¢ : E(Gp) UV(Gp) — {0,1,...,y + 1} a coloragdo total de G p descrita.

Teorema 3.1 Seja v = u'; € V(Cy). Entdo C(u%) 2 {(j + 5]+ 1) mod x, (j + 4] +2) mod x,...,(j -
L%J — 1) mod x}, onde:
v. sel<y—|5lousel2s(y+1)+|5;

X =
v+ 1, caso contrdrio.

Além disso, C (u;.) contém pelo menos t cores consecutivas (operacoes aritméticas modulo x).

Prova. Considere o grafo G p com a coloracdo ¢ definida nesta se¢do. Entdo, foram utilizadas max{|B;| : 0 <
i < b} cores. Considere um vértice qualquer vy = u3 Nesta demostragdo, sdo analisadas as cores das arestas
incidentes em v,. Observe que incidem em v, as arestas v (¢—q) mod |B;_; |V¢ € V£V (£+d) mod |B;|» Para todo d par,

2 < d < k. A prova se divide em dois casos que dependem da posicdo de v, na parti¢do B.
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Casol: sei=0ej<y-— L%J; ousei=sej > L%J; ousei > s. Neste caso, considere todas as operagoes
aritméticas para cdlculo das cores tomadas mddulo y. Por construcgdo, cada aresta v (¢—q) mod |B,_,|Ve¢ €Stéd colorida
comacor (j — %), para todo d par, 2 < d < k. E cada aresta v (¢+4) mod |B;|V¢ €std colorida com a cor (j + ‘71),
para todo d par, 2 < d < k. Como sdo considerados todos os valores de d pares no intervalo [2,k], o conjunto

das cores incidentes em v,, denotado por C(ué.), E{(-1),(j-2),G-3),....(j - L%J)} u{(+0D,(G+

2),...,(j+ L%J)}. Além disso, o vértice v, estd colorido com a cor j. Portanto, C (u;) contém o conjunto de

cores {(J + L%J +1),(j+ [%J +2),...,(j- L%J —1)}. Como 2[%] arestas incidentes em v, foram coloridas e

uma cor foi usada para colorir v¢, tem-se |C(u§.)| >y - 2|_§J —l=k+1+1t- 2L§J — 1. Entio, |C(u3.)| >t

quando k € par; e |C (uj)| >t + 1 quando k é impar. Como as cores usadas em arestas incidentes em v, sdo

consecutivas, as cores em C (u;) também o sdo (considerando-se operagdes aritméticas tomadas médulo y).
Caso2: Sei=0ej > L%J; ousei =sej<y- L%J; ouse 1 <i < s. Neste caso, considere
todas as operacodes aritméticas para o cdlculo das cores tomadas médulo y + 1. Por construcdo, cada
aresta V(¢—q) mod |B;_,|V¢ €std colorida com a cor (j — %), para todo d par, 2 < d < k. E cada aresta
V(¢+d) mod |B;|Ve €std colorida com a cor (j + %), para todo d par, 2 < d < k. Como sdo considerados
todos os valores de d pares no intervalo [2,k], o conjunto das cores incidentes em v, denotado por C (u;'.), é
. . . . k . . . k . . o . .
{G-D,0(G-2),(G=3),....G =Lz Dyu{(G+1),(j+2),...,(j+L5]}. Alémdisso, o vértice v, estd colorido

comacor j. Portanto, C(u;) = {(j+|_§]+1), (j+L§J+2), (- L%J —1)}. Como 2[%] arestas incidentes em

v¢ foram coloridas e uma cor foi usada para colorir o préprio ve, |C(u§.)| =y+1 —2|_§J -1=k +t+2—2|_§] -1.

Entao, |C(u5.)| =t + 1 quando k é par; e |C(u;.)| =t + 2 quando k é impar. Como as cores usadas em arestas

incidentes em uj. sdo consecutivas, as cores em C (ui.) também o sdo (considerando-se operacdes aritméticas
médulo (y + 1)).
Note que, por construgdo, quando £ < y — L%J; ouse ¢ > (y+1)(r mod b) + L%J, o Caso 1 € satisfeito.

Para os demais vértices, o Caso 2 € satisfeito concluindo a prova. ®
4 CONCLUSOES

Neste artigo € apresentada uma nova forma de se colorir o subgrafo G p das poténcias de ciclo. Provamos
que esta nova forma de coloracdo total tem a propriedade de que ¢ cores consecutivas estdo disponiveis em cada
vértice para uma coloracdo das arestas de G;. Esta propriedade pode ser interessante para futuras investiga¢des

sobre a coloracdo total das poténcias de ciclos.
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