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RESUMO

Equagdes diferenciais parciais sdo fundamentais para a modelagem de fendmenos naturais; elas surgem em
todos os campos da ciéncia. Consequentemente, o desejo de compreender as solu¢des dessas equacdes
sempre teve um lugar de destaque nos esforcos dos matematicos. Tal teoria tem inspirado dreas tao diversas
da Matematica como por exemplo, andlise complexa, andlise funcional e topologia algébrica, dlgebra,
topologia, dentre outras, de modo que, as equagdes diferenciais parciais sdo consideradas uma drea central da
matematica (RENARDY; ROGERS, 2006, p. vii). O objetivo deste trabalho € resolver numericamente um
caso particular de equacgdo diferencial parcial chamada equacao hiperbdlica unidimensional recorrendo ao
software MATLAB® em um dominio limitado (0, £) com condi¢des de contorno Dirichlet. Esta equagio
descreve muitos tipos de ondas eldsticas e eletromagnéticas. Para obter a solvabilidade deste tipo de equagao,
empregaremos o método apresentado em (BURDEN; FAIRES, 2016, p. 829). Tal procedimento € baseado
na constru¢do de uma malha empregando o método das diferencas finitas obtendo um sistema linear cujas
solugdes sdo as solugdes aproximadas da equagdo diferencial hiperbélica considerada. Além disso, foi
elaborado um cédigo eficiente que fornece além das solugdes numéricas, € exibido o gréifico com tais solugdes,
ambos obtidos pelo MATLAB® online.

Palavras-chave: Solucdes numéricas; equacdes hiperbélicas; andlise grafica; MATLAB®.,

ABSTRACT

Partial differential equations are fundamental for modeling natural phenomena; they arise in all fields of
science. Consequently, the desire to understand the solutions of these equations has always been prominent
in the efforts of mathematicians. Such theory has inspired such diverse areas of Mathematics as, for example,
complex analysis, functional analysis and algebraic topology, algebra, topology, among others, so that
partial differential equations are considered a central area of mathematics (RENARDY; ROGERS, 2006,
p. vii). The objective of this work is to solve numerically a particular case of partial differential equation
called one-dimensional hyperbolic equation using the software MATLAB® in a bounded domain (0,£)
with boundary conditions Dirichlet. This equation describes many types of elastic and electromagnetic
waves. To obtain the solvency of this type of equation, we will employ the method presented in (BURDEN;
FAIRES, 2016, p. 829). Such procedure is based on the construction of a mesh using the finite difference
method, obtaining a linear system whose solutions are the approximate solutions of the considered hyperbolic
differential equation. In addition, an efficient code that provides, in addition to numerical solutions, is shown
the graph with such solutions, both obtained by MATLAB® online.
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1 INTRODUCAO

Este manuscrito € fruto do projeto de iniciagdo cientifica em que foi abordado o estudo de solugdes numéricas
de equacdes diferenciais parciais e os métodos dos elementos finitos recorrendo ao software MATLAB®, no qual
este ano, a UTFPR disponibilizou a licenga do software para toda a comunidade académica. Em particular, este
trabalho concerne no estudo das solucdes numéricas de equagdes diferenciais hiperbdlicas. Suponha que uma

corda eldstica de comprimento £ seja esticada entre dois apolos no mesmo nivel horizontal conforme figura 1

Figura 1 — Equacio da onda unidimensional

u(x,r)

{

\/ X, tempo fixo ¢

Fonte: Autoria prépria (2021).

De acordo com (BURDEN; FAIRES, 2016, p. 830), a equacao da onda é dada por

0% u 0% u
W(X,t)—QW(X,I)ZO, O<x<€,t>0, (1)

sujeita as seguintes condi¢des de contorno Dirichlet:
u(0,t) =u(l,t) =0,t > 0. 2)

Em aplicacdes de elasticidade, tais condi¢des de fronteira sdo geralmente interpretadas como condigdes de
deslocamento e tragdo, respectivamente (RENARDY; ROGERS, 2006, p. 30). Além disso, temos as condigdes

iniciais:
0
u(x,0) = f(x) e 8—§‘<x,o>=g(x>,xe [0,L]. 3)

Aqui, @ é uma constante que depende das condicdes fisicas do problema.

Do exposto, seria possivel obter a solugdo numérica para a equacdo da onda dada em Eq. (1)-Eq. (3)?
A resposta para esta pergunta € afirmativa, isto é, neste manuscrito, obteremos as solucdes numéricas para a
equacdo da onda caracterizada em Eq. (1)-Eq. (3), empregando o método das diferencas finitas apresentado em
(BURDEN; FAIRES, 2016).

2 METODO (OU PROCEDIMENTOS OPERACIONAIS DA PESQUISA)

Como mencionado anteriormente, utilizaremos o método das diferencas finitas. Com efeito, definamos um
ndmero inteiro m > 0 que definird os pontos da malha do eixo x com & = £/m. Por outro lado, escolhendo
tamanho do passo relacionado ao tempo k > 0. Os pontos da malha sdo (x;, J-), onde x; =i h,parai =0,1,...,m
etj=jk,paraj=0,1,...

Em qualquer ponto interior da malha, (x;,t;), a equagdo da onda torna-se

% u 2
(xietj) -

W u(xi,tj) =0. “)

a ——
0x2
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Aplicando o método das diferencas finitas para as derivadas segundas, primeiro com relagcdo a ¢ e depois com

respeito a x, obtemos:

u u(xitjpr) = 2u(xity) +u(xitic) k> 0*u
W(Xi’tj) = A k2 ! 4 - E W(-xb#j)’ Hj € (tj—l’tj+1) (5)
0% u u(xXier,tj) = 2u(xitj) +u(xi—1,tj;)  h? 0*u
W(xi,tj) = i : - I W(fiafj), &i € (Xi—1.Xin1) - (6)

Denotando u(x;,t;) = w; ; e substituindo as equagdes Eq. (5) Eq. (6) em Eq. (4) e, desprezando o termo do
eITro _ i k2 84_14
12 art

0*u
Ti,j (xj,u5) — a’ h? W(fi,fj) ,

inferimos que

Wil = 2Wij+Wijo1 5 Wixl,j = 2Wij+ Wi ;
K2 “ 2

Definando A = a k/h, podemos escrever a equacio diferengca como

=0. (N

Wi j+l = 2 (1 - /12) Wi, j +/12(Wi+1’j + Wi—l,j) — Wi j-1, i=12,....m—-1e ] =1,2,... (8)

Agora, ao empregar as condi¢cdes de contorno
wo,j =Wm,j =0, j=123,... ©

e a condi¢do inicial
wio = f(x;), paracadai=1.2,...,m—1 (10)

de modo a obter um conjunto de equagdes no qual pode ser descrito em sua forma matricial:

2(1_/12) 12 R R EETERTEES 0
Wi jsl 2 2(1-2%) 22 : wi,j Wi, j-1
W2, j+l 0. . : W) w2, j-1
S B TV U I I ) I (11)
Lo 0 : :
Wn—1, j+1 : 2 Wim-1,j]  \Wm-1,j-1
O “ oo ; ) /12 2(1_/12)

As equacdes Eq. (8) e Eq. (11) implica que o (j + 1)—ésimo passo no tempo necessita dos valores dos
j-ésimo e (j — 1)-ésimo termos. Note que os valores para j = 0 sdo obtidos pela Eq. (9), mas os valores para

J =1, necessdrios na Eq. (8) para calcular w; » devem ser obtidos pela condicdo inicial
0
S (x0) = g(x). x € [0.L].

A estratégia aqui € substituir % por uma aproximacdo de diferencgas progressivas:
ulxit) —u(x;,0)  k 0%u
k 2 02

Isolando u(x;,t1) e desprezando o termo de truncamento, obtemos:

ou — ~
E(xi’o) = (xi,uj), puj € (0).

wi1 =wio+kg(x;), paracadai =1,2,...,m—1. (12)
De acordo com (BURDEN; FAIRES, 2016, p. 832) pode-se melhorar a aproximagao inicial u(x;,0) recorrendo
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a expansao da série de Maclaurin de ordem 2 em ¢, obtém-se:
wig=(1=2) f(xi) + A% f(xig1) + A% f(xi_1) + k g(x;), paracada i =1,2,....m — 1. (13)

Para determinar as equacdes subsequentes, recorramos ao sistema Eq. (11).
Neste trabalho, foi criado um algoritmo baseado na Eq. (13) embora a Eq. (8) poderia ser utilizada. Admite-se
que exista um limitante superior para o valor de ¢, que serd usado no critério da parada e que k = %, donde N

também € dado.

Figura 2 — Cédigo do MATLAB®

| wave_equation.m |T |

il % Algoritmo de Diferencas Finitas para a Equagde da Onda

2 %

3 % Aproximar a equacdo da onda sujeita ds condicdes de fronteira:

4 %

5 % uO0t)=u(lt)=0,0<t<T=mdxt

6 % e as condi¢des iniciais

7 % u(x,0) = F(x) e Du(x,0)/Dt = 6(x), 0 <= x <= I:

8 %

9 % Entrada: extremidade I; tempo mdxime T; constante Alfa; inteiros m, N.
10 %
itk % Saida: approximacdes W(I,T) para u(x(I),+(J)) paracadaI =0, .., m
12 % e J=0,...N.
13 — syms('OK', 'FX', 'FT', '"ALPHA', 'M', 'N', '"M1'| 'M2', 'N1', 'N2");
i H= symsOHY K LT W T IREAET CRREE OLIPY. D el Yaety:
5= TRUE=1L

Command Window

Fonte: Autoria prépria (2021).

Do exposto, considere o seguinte exemplo:

?Tzu(x,t)—4227’§(x,t) =0, 0<x<L,t>0

u(0,0) =u(1,t) =0, >0 (14)
u(x,0) = sen(mx); g—’;(x,O) =0,0<x<1.

usando 2 = 0,1 e k = 0,05. Note que as escolhas de & e k fornecem A = 1,m = 10e N = 20.
3 RESULTADOS

O algoritmo apresentado pela Fig. 2 produz as aproximacdes w; y para (0.1 - i,1) parai =0,1,...,10.
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Tabela 1 — Solu¢des numéricas w; 2.
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X; Wi 20

0.00000000  0.00000000
0.10000000  0.30901699
0.20000000 0.587785254
0.30000000  0.80901699
0.40000000  0.95105652
0.50000000  1.00000000
0.60000000  0.95105652
0.70000000  0.80901699
0.80000000  0.58778525
0.90000000  0.30901699
1.00000000  0.00000000

Fonte: Autoria prépria (2021).

O co6digo também plota a superficie gerada pelo exemplo:

Figura 3 — Cédigo do MATLAB®

Numerical Solution

0.5

X axis

t axis

Fonte: Autoria prépria (2021).

4 CONCLUSOES

UNIVERSIDADE TECNOLOGICA FEDERAL DO PARANA

CAMPUS GUARAPUAVA

O MATLAB® ¢ uma ferramenta de larga utilizagio tanto no mundo académico (ensino, pesquisa, etc.)

quanto no profissional (desenvolvimento de produtos, andlise de problemas, etc.). Tem um interface simples e

https://eventos.utfpr.edu.br/sicite/sicite2021
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intuitiva, e constitui ferramenta indispensdvel (na visao do autor) para o estudante de ci€ncias exatas e engenharia
(DORNELLES FILHO, 2016). O software realmente € muito ttil na obtencdo da solucdo numérica de equagdes
diferenciais parciais no qual apresentamos neste trabalho as equacdes hiperbélicas.

Em (BURDEN; FAIRES, 2016, p. 833) ha um algoritmo que fornece apenas a solu¢do numérica da equagao
da onda caracterizada em em Eq. (1)-Eq. (3). O algoritmo elaborado neste manuscrito aperfeicoa o c6digo dado
em (BURDEN; FAIRES, 2016), uma vez que, além de exibir as aproximacdes com precisdo em todas as casas

decimais, o mesmo apresenta o gréfico da superficie do problema Eq. (1)-Eq. (3).
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